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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Методические указания разработаны в соответствии с рабочей программой учебной дисциплины ЕН.01. Математика для студентов специальности 19.02.03 Технология хлеба, кондитерских и макаронных изделий.
Методические указания предназначены для организации учебного процесса по дисциплине ЕН.01. Математика, проведению практических занятий и их проверки, а также для закрепления теоретического материала и выработки навыков его применения в практических расчетах.
Практические занятия являются важным видом учебной работы студента по учебной дисциплине и выполняются в пределах часов, предусмотренных учебным планом специальности.
Цель данных методических указаний состоит в оказании помощи студентам при проведении практических занятий по изучению данной дисциплины, в формировании готовности к овладению основными умениями, знаниями, а также развитие общих компетенций по специальности.

ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ

	Разделы
	Наименование тем занятий, 
практической работы
	Кол-во часов
	Форма контроля

	Раздел 1. Дифференциальное исчисление.
	Тема 1.1. Производная функции. Дифференциал функции и его приложение.
	
	

	
	1. Решение задач по теме: Вычисление производных функций. Вычисление производной сложной функции.
	2
	письменная работа

	
	2. Решение задач по теме: Производные высших порядков (используя табличные производные, правила дифференцирования).
	2
	письменная работа

	
	3. Приближённые вычисления с помощью дифференциала.
	2
	письменная работа

	
Раздел 2. Интегральное исчисление.
	Тема 2.1. Первообразная. Неопределённый интеграл и его свойства.
	
	

	
	4. Решение задач по теме: Вычисление интегралов методом непосредственного интегрирования.
	2
	письменная работа

	
	5. Решение задач по теме: Вычисление интегралов методом подстановки.
	2
	письменная работа

	
	6. Решение задач по теме: Вычисление интегралов по частям.
	2
	письменная работа

	
	Тема 2.2. Определённый интеграл и его свойства. Приближённые методы вычисления определённого интеграла.
	
	

	
	7. Решение задач: Вычисление определённого интеграла методом подстановки. 
	2
	письменная работа

	
	8. Решение задач: Вычисление определённого интеграла по частям.
	2
	письменная работа

	
	9. Решение задач с применением приближенных методов вычисления определенного интеграла (метод трапеции, метод прямоугольников).
	2
	письменная работа

	Раздел 3. Дифференциальные уравнения.
	Тема 3.1. Дифференциальные уравнения I порядка. Линейные дифференциальные уравнения I порядка.
	
	

	
	10. Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными.
	2
	письменная работа

	
	11. Нахождение общего и частного решения дифференциальных уравнений. Задача Коши.
	2
	письменная работа

	
	12. Решение линейных дифференциальных уравнений 1 порядка. Решение однородных дифференциальных уравнений 1 порядка.
	2
	письменная работа

	
	Тема 3.2. Дифференциальные уравнения II порядка c постоянными коэффициентами.
	
	

	
	13. Решение дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.
	3
	письменная работа

	Раздел 4. Основы теории вероятностей и математической статистики.
	Тема 4.1. Основные понятия комбинаторики.
	
	

	
	14. Решение задач комбинаторики. Вычисление вероятности события.
	3
	письменная работа

	
	15. Оценка неизвестной вероятности случайного события.
	2
	письменная работа

	
	Тема 4.2. Математическое ожидание и дисперсия дискретной случайной величины. Элементы математической статистики.
	
	

	
	16. Оценка неизвестного закона распределения случайной величины.
	2
	письменная работа

	
	17. Решение задач на вычисление математического ожидания.
	2
	письменная работа

	Итого:
	36
	



ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ
Ознакомление с заданием и предварительная подготовка к работе.
Практические занятия проводят согласно учебному плану под руководством преподавателя.
1. Предварительная подготовка к выполнению практической работы состоит в следующем:
Преподаватель заранее объявляет о предстоящий практической работе, информирует о содержании и целях работы, порядке ее подготовки и выполнения.
Преподаватель предлагает обучающимся самостоятельное (внеаудиторное) выполнение задания по подготовке к практической работе.
Обучающиеся повторяют теоретический материал к заданной теме, изучают главы параграфов, указанных преподавателем, конспекты.

2. Подготовка и проведение практического занятия.
Преподаватель подробно инструктирует обучающихся о ходе предстоящей работы: называет тему, цели, требования к выполнению работы, особенности заданий, объяснение методов (способов, приемов) их выполнения, критерии оценки.
Преподаватель выдает бланки заданий обучающимся, обучающиеся приступают к выполнению работы: читают задание, задают вопросы, в тетрадь записывают решения, производят расчеты, оформляют ответы и т. д.
В течение практического занятия преподаватель контролирует правильность выполнения заданий, сопровождает дополнительными разъяснениями по ходу работы (при необходимости). 
В конце практического занятия проводиться подведение итогов, выставляются оценки результатов работы отдельных студентов, ответы на вопросы студентов, выдача рекомендаций по устранению пробелов в системе знаний и умений студентов, по улучшению результатов работы, задание на дом для закрепления пройденного материала и по подготовке к следующему практическому занятию.

3. Требования к выполнению заданий.
Задания необходимо выполнять с максимальной точностью.
Обучающийся должен стремится к аккуратности, полноте записей. В зависимости от задания, решения должны содержать: расчеты, формулы, заполненные таблицы, графики пр.

КОНТРОЛЬ ВЫПОЛНЕНИЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ

Критерии оценки
Отметка «5» ставится, если: работа выполнена верно и полностью; в логических рассуждениях и обосновании решения нет пробелов и ошибок; в решении нет математических ошибок (возможна одна неточность, описка, не являющаяся следствием незнания или непонимания учебного материала).
Отметка «4» ставится, если: работа выполнена полностью, но обоснования шагов решения недостаточны (если умение обосновывать рассуждения не являлось специальным объектом проверки); допущена одна ошибка или два-три недочета в выкладках, рисунках, чертежах или графиках (если эти виды работы не являлись специальным объектом проверки); выполнено без недочетов не менее 3/4 заданий.
Отметка «3» ставится, если: допущены более одной ошибки или более трех недочетов в выкладках, чертежах или графиках, но обучающийся владеет обязательными умениями по проверяемой теме; без недочетов выполнено не менее половины работы.
Отметка «2» ставится, если: допущены существенные ошибки, показавшие, что учащийся не владеет обязательными умениями по данной теме в полной мере. 
К категории существенных ошибок следует отнести ошибки, которые обнаруживают незнание обучающимися формул, правил, основных свойств, теорем и неумение их применять; незнание приемов решения задач, рассматриваемых в учебниках, а также вычислительные ошибки, если они не являются опиской. 
К категории несущественных ошибок следует отнести погрешности, связанные с небрежным выполнением записей, рисунков, графиков, чертежей, а также погрешности и недочеты, которые не приводят к искажению смысла задания и его выполнения. 
К недочетам относятся нерациональное решение, описки, недостаточность или отсутствие пояснений, обоснований в решениях.
При наличии существенной ошибки задание считается невыполненным.

Раздел 1. Дифференциальное исчисление.
Тема 1.1. Производная функции. Дифференциал функции и его приложение.

Практическое занятие № 1. Решение задач по теме: Вычисление производных функций. Вычисления производной сложной функции.

Цель: закрепить умения находить производную функции, используя таблицу основных формул дифференцирования элементарных функций и правила дифференцирования, на конкретных примерах отработать навыки вычисления производных сложных функций.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Таблица производных основных элементарных функций


Правила дифференцирования
Если у функций u(x) и v(x) существуют производные, то
1. (u ± v)ʹ = uʹ ± vʹ
2. (cu)ʹ = cuʹ, где c = const
3. (uv)ʹ = uʹv + uvʹ 
4. 
Производная сложной функции
Пусть функция y f (u), u g(x) и y f (g(x)) - сложная функция.
Теорема. Если y есть дифференцируемая функция от u, а u есть дифференцируемая функция от x, то 
1) y есть дифференцируемая функция по x, 
2) производная y по x равна произведению производной y по u на производную u по x, т.е. если y = f (u), а u = g(x)  =>  f ʹ(x) = f ʹ(u) ∙ gʹ (x).

Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Сформулируйте понятие производной функции.
2. Перечислите основные правила дифференцирования функции?
3. Чему равна производная константы?
4. Как продифференцировать алгебраическую сумму функций?
5. Как найти производную произведения, частного?
6. Какая функция называется сложной функцией?
7. Как найти производную сложной функции?
8. В чем заключается механический смысл производной? 
9. Что называется дифференциалом функции, чему он равен, как обозначается и каков его геометрический смысл?

Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти производные элементарных функций:
			
Задание №2. Найти значения производной функции в указанных точках.

5) y(x) = (x + 1),  yʹ(5)
6) y(x) =,  yʹ(3)
Задание № 3. Найти производные следующих сложных функций:

Задание № 4. Вычислите производные при заданных значениях аргумента:
1) y = sin2 ln ex при x = 0;		
3) y = cos(6x + /2)  в точке x0 = /4.
Типовые задания
Задание № 1 Найти производные элементарных функций:
1) f(x) = 2x3 –3x4 + 19
Решение. 


2) 
Решение. Находим производную частного

3) f(x) = x2 –1/x + (x – ex)(x + 2)3
Решение. 



Задание № 2. Найти производные следующих сложных функций.
1) y = (x2 – 5x + 8)6
Решение. 

2) 
Решение. Находим производную частного



3) y = ln3 5x2
Решение. 

Задание № 3. Вычислите производную при заданном значении аргумента:
1) y = sin(4x – /6)  в точке x0 = /12.
Решение. Найдем производную данной функции по правилу дифференцирования сложной функции:

Ответ: 2.
2) y = 3ln2 arctg 4x при x0 = 1.
Решение. Найдем производную сложной функции.

 
Найдем значение производной при x = 1



Практическое занятие № 2. Решение задач по теме: Производные высших порядков (используя табличные производные, правила дифференцирования).

Цель: закрепить навык нахождения производных высших порядков.

Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Второй производной функции у = f(x) называется производная от производной f ʹ(x) (обозначается f ʹʹ(x)).
Иногда саму исходную функцию называют нулевой производной и обозначают f (0).
n -ой производной функции f(x) называется производная от предыдущей, (n –1)-ой производной f (n)(x) = (f (n – 1)(x))ʹ
Физический смысл производной: 
Если точка движется вдоль оси x и ее координата изменяется по закону x(t), то мгновенная скорость точки 
а ускорение 
Пример. При свободном падении 
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение второй производной функции.
2. В чем состоит физический смысл первой и второй производной?
3. Как найти производные 3-го, 4-го, …, n-го порядков?
4. Какие производные называют производными высших порядков?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти производные высших порядков функций:

Задание № 2. Сколько раз нужно дифференцировать функцию y =(x2 + 1)50 , чтобы в результате получился многочлен 30-й степени.
Задание № 3. Докажите, что для функции у = ex + x2 справедливо равенство y(4) =y(5).
Задание № 4.
1) В момент времени t = 1 найдите скорость и ускорение точки, движущейся прямолинейно по закону S = 4t3 – 3t.
2) Точка движется по закону S =  t3 – 2t2 + 3t + 1. В какие моменты времени ее ускорение
будет равно нулю?
3) Найти скорость и ускорение точки в момент t0, если х(t) = t3 – 2t2 + 5, t0 = 4.
1. В первом задании Вы должны найти производные высших порядков функций, используя основные формулы и правила дифференцирования, предварительно выполнив преобразования над функциями, если это необходимо.
Типовые задания
Задание № 1. Найти производные высших порядков функций:
1) y(x) = x3 + 7x4 – 3x + 4, yʹʹ = ?
Решение.  yʹʹ(x) = (yʹ(x))ʹ

Ответ: yʹʹ(x) =6x + 8x2.
2) f(x) = sin3x, f ʹʹ(x) = ?
Решение.  

Задание № 2. Материальная точка движется по закону S = 2t3 + 3t, где S измеряется в метрах, t – в секундах. Найти значение t, при котором ускорение точки равно 12.
Решение. Найдем ускорение материальной точки:
a(t) = Sʹʹ(t) = (2t3 + 3t)ʹʹ = ((2t3 + 3t)ʹ)ʹ = ((2t3)ʹ + (3t)ʹ)ʹ = (2∙3t2 + 3∙1)ʹ = (6t2 + 3)ʹ = (6t2)ʹ + (3)ʹ = 6∙(t2)ʹ + 0 = 6∙2t = 12t
Искомое время t найдём из уравнения  a(t) = 12  =>  12t = 12  =>  t = 1c.
Ответ: t = 1c.


Практическое занятие № 3. Приближённые вычисления с помощью дифференциала.

Цель: закрепить навык использования дифференциала для приближённых вычислений.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Формула для приближенного вычисления с помощью дифференциала:
f(x0 + x) ≈ f(x0) + d [f(x0)]
d [f(x0)] = f ʹ(x0)∙x
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Назовите формулу приближенного вычисления с помощью дифференциала.
2. Что такое дифференциал функции и как он вычисляется?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Вычислить приближенно, заменяя приращения функции ее дифференциалом:




1) ;	2) ;	3) ;	4) .
Задание № 2. Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение функций
1)  в точке x = 1,04;
2) f(x) = arcsin x в точке x = 0,08.
Задание № 3. Вычислить приближенно с помощью дифференциала, результат округлить до трёх знаков после запятой:
1) sin 183;
2) cos 94.
Типовые задания
Задание № 1. Вычислить приближенно , заменяя приращения функции ее дифференциалом.
Решение. Необходимо составить функцию f(x). По условию предложено вычислить кубический корень из числа 67, поэтому соответствующая функция имеет вид f(x) = . Нужно с помощью формулы найти приближенное значение f(67) = .
= 4, 67 = 64 + 3, x0 = 64, x = 3

 


  =>  
Ответ: 4,0625.
Задание № 2. Вычислить приближенно с помощью дифференциала значение функции  в точке x = 1,97. Вычислить более точное значение функции в точке x = 1,97 с помощью микрокалькулятора, оценить абсолютную погрешность вычислений.
Решение. 1,97 = 2 – 0,03  =>  x0 = 2, x = –0,03.





  =>  
Абсолютная погрешность вычислений находится по формуле:
 = |Точное значение – Приближённое значение|
y =  =  = 2,975046218
 = |2,975046218 – 2,975| = 0,000046218.
Ответ: 2, 975 и 0,000046218.
Задание № 3. Вычислить приближенно с помощью дифференциала tg 47, результат округлить до двух знаков после запятой.
Решение. 47 = 45 + 2, tg 45= 1  =>  x0 = 45, x = 2
Градусы необходимо перевести в радианы.
x0 = ,  x = 2∙ = 
 =>  
Ответ: tg 47≈ 1,07.


Раздел 2. Интегральное исчисление.
Тема 2.1. Первообразная. Неопределённый интеграл и его свойства.

Практическое занятие № 4. Решение задач по теме: Вычисление интегралов методом непосредственного интегрирования.

Цель: обобщить и систематизировать знания по теме «Элементы дифференциального и интегрального исчисления»; закрепить умения интегрировать функцию, используя таблицу основных интегралов.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Совокупность F(x) + C всех первообразных функций f(x) на интервале а< х <b называют неопределенным интегралом от функции f(x) на этом интервале и пишут 
∫ f(x)dx = F(x) + C. Здесь f(x)dx – подынтегральное выражение; f(x) – подынтегральная функция; x – переменная интегрирования; С – произвольная постоянная.
Таблица основных интегралов




Под непосредственным интегрированием понимают такой способ интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции и применения свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение первообразной функции. Приведите примеры.
2. В чем состоит смысл действия интегрирования?
3. Объясните, почему при интегрировании появляется произвольная постоянная.
4. Дайте определение неопределенного интеграла.
5. В чем состоит геометрический смысл неопределенного интеграла?
6. Перечислите основные свойства неопределенного интеграла.
7. Каким образом составляется таблица основных интегралов?
8. Укажите табличные интегралы, которые получены из таблицы производных действием,
обратным дифференцированию.
9. В чем состоит метод непосредственного интегрирования?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти неопределенный интеграл, пользуясь таблицей основных интегралов.

Задание № 2. Найти неопределенный интеграл, преобразуя выражения стоящие под знаком интеграла.

Задание № 3. Найти неопределенный интеграл


Типовые задания
Задание № 1. Найти неопределенный интеграл, пользуясь таблицей основных интегралов
1) ∫(x +3)(x –2)dx
Решение.  
2) 
Решение. 
3) 
Решение. 
Задание № 2. Найти интеграл 
1)  .
Решение. Воспользуемся определением степени с отрицательным показателем 
(а –n =1/аn, а 0) и найдем неопределенный интеграл от степени 
 =  =  .
2) 
Решение. Раскроем скобки по формуле (а–b)2 = a2 – 2ab + b2 и неопределенный интеграл от полученной алгебраической суммы функций заменим такой же алгебраической суммой неопределенных интегралов от каждой функции:




Практическое занятие № 5. Решение задач по теме: Вычисление интегралов методом подстановки.

Цель: обобщить и систематизировать знания по теме «Элементы дифференциального и интегрального исчисления»; закрепить умения интегрировать функцию, используя метод подстановки.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Формула замены переменной
 
или наоборот, t = φ(x),

Таблица основных интегралов




Сущность метода подстановки заключается в том, что путем введения новой переменной удается свести данный интеграл к новому интегралу, который сравнительно легко берется непосредственно.
Для интегрирования методом подстановки можно использовать следующую схему:
1. часть подынтегральной функции надо заменить новой переменной;
2. найти дифференциал от обеих частей замены;
3. все подынтегральное выражение выразить через новую переменную (после чего должен получиться табличный интеграл);
4. найти полученный табличный интеграл;
5. сделать обратную замену.
Правило. Интеграл от нечётной степени синуса или косинуса находим путём отделения одного множителя, затем, используя формулу sin2x + cos2x = 1, разбиваем на два интеграла, и далее проводим замену переменных.
Правило. Интеграл от чётной степени синуса или косинуса можно найти путём понижения степени вдвое по формуле половинных углов sin2x = (1 – cos 2x)/2, 
cos2x = (1+cos 2x)/2.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение первообразной функции. Приведите примеры.
2. В чем состоит смысл действия интегрирования?
3. Дайте определение неопределенного интеграла.
4. Напишите формулу замены подстановкой (подстановки) в неопределенном интеграле. При каких условиях эта формула справедлива?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти неопределённый интеграл:

Типовые задания
Задание № 1. Найти неопределенный интеграл, пользуясь таблицей основных интегралов.
1) 
Решение. 


2) 
Решение. 

3) 
Решение. Произведем подстановку 5 – 3x = t, тогда –3dx = dt, откуда dx = – dt/3. Далее получаем

4) 
Решение. t = 2 + cos x, dt = – sin x dx   =>  sin x dx = – dt

5) 
Решение.




Практическое занятие № 6. Решение задач по теме: Вычисление интегралов по частям.

Цель: проверить на практике знание понятия неопределённого интеграла, умение вычислять табличные интегралы, умение вычислять неопределённый интеграл методом интегрирования по частям.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Если производные функций u = u(x) и v = v (x) непрерывны, то справедлива формула  ∫udv = uv – ∫vdu, называемая формулой интегрирования по частям.
В качестве u(x) обычно выбирают функцию, которая упрощается при дифференцировании.
Если в результате применения метода интегрирования по частям в правой части получается интеграл сложнее исходного, необходимо заново применить этот метод, разбив подынтегральное выражение на другие два множителя u и dv, из которых первый дифференцируется, а второй интегрируется при переходе к интегралу в правой части.
Некоторые стандартные случаи функций, интегрируемых по частям
(способ выбора множителей u и dv)



Pn(x) – многочлен от x степени n, т.е. Pn(x) = a0xn + a1xn –1 + … + an , где a0 ≠ 0.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Напишите формулу интегрирования по частям. При каких условиях эта формула
справедлива?
2. Какие интегралы наиболее удобно вычислять интегрированием по частям?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Проинтегрировать по частям

Типовые задания
Задание № 1. Проинтегрировать по частям:
1) 
Решение. 
 
2) 
Решение.


3) 
Решение. 


4) 
Решение. 




Тема 2.2. Определённый интеграл и его свойства. Приближённые методы вычисления определённого интеграла.

Практическое занятие № 7. Решение задач: Вычисление определённого интеграла методом подстановки.

Цель: Обобщить и систематизировать знания по теме «Интегральное исчисление»; закрепить умения интегрировать функцию, вычислять определённый интеграл методом подстановки.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Вычисление определенного интеграла методом подстановки состоит в следующем:
1) часть подынтегральной функции заменить новой переменной;
2) найти новые пределы определенного интеграла;
3) найти дифференциал от обеих частей замены;
4) все подынтегральное выражение выразить через новую переменную (после чего должен получиться табличный интеграл);
5) вычислить полученный определенный интеграл.
,  где  = φ(a),  = φ(b).
Талица основных интегралов




Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что такое определенный интеграл?
2. Сформулируйте основные свойства определенного интеграла.
3. В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла?
4. Запишите формулу Ньютона-Лейбница.
5. Может ли площадь криволинейной трапеции быть равна отрицательной величине, нулю и почему?
6. В чём состоит вычисление определенного интеграла методом подстановки?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Вычислите следующие интегралы методом подстановки:



1) 			2) 		3) 



4) 			5) 		6) 



7) 		8) 			9) 



10 		11) 		12) .



13) 			14) 		15) 



16) 			17) 		18) 



19) 			20) 		21) 



22) 			23) 		24) 



25) 		26) 		27) 



28) 			29) 		30) 



31) 			32) 		33) 



34) 			35) 		36) 



37) 			38) 			39) 

40) 

Типовые задания

Задание № 1. Вычислить интеграл 
Решение. Введем подстановку t = 8 –x, тогда – dx = dt, dx = – dt. Определим пределы интегрирования для переменной t. При x = 0 получаем  = t(0) = 8 – 0 = 8, при x = 7 получаем  = t(7) = 8 – 7 = 1.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим



Задание № 2. Вычислить интеграл 
Решение. Положим cos x = t, тогда – sin x dx = dt и sin x dx = –dt. Определим пределы интегрирования для переменной t:  = t(0)  = cos 0 = 1,  = t (π/2) = соs (π/2) = 0.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим
 

Задание № 3. Вычислить интеграл 
Решение. Произведем подстановку х3 + 2 = t, тогда 3x2dx = dt, x2dx = dt/3. Определим пределы интегрирования для переменной t. При х = 1 получаем  = t(1) = 13 + 2 = 3, при х = 2 получаем  = t(2) = 23 + 2 = 10.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим


Задание № 4. Вычислить интеграл 
Решение. Сначала преобразуем подынтегральное выражение 
sin3x = sin2x∙ sin x = (1 – cos2x)∙sin x = sin x – cos2x∙sin x.
Затем вычислим интеграл от разности функций, заменив его разностью определенных интегралов от каждой функции

Вычислим каждый интеграл отдельно


t = cos x,   = t(0) = cos 0 = 1,  при х = /2  получаем   = t(/2) = cos /2 = 0, 
–sin x dx = dt,   sin x dx = – dt.


Практическое занятие № 8. Решение задач: Вычисление определённого интеграла по частям.

Цель: привить навыки вычисления определённого интеграла по частям.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Формула интегрирования по частям для определённого интеграла:


Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что называется определенным интегралом?
2. Сформулируйте основные свойства определенного интеграла.
3. В чем принципиальное отличие определенного интеграла от неопределённого?
4. Как выглядит формула Ньютона-Лейбница?
5. Формула интегрирования по частям для определённого интеграла.
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти интегралы методом интегрирования по частям:






Типовые задания
Задание № 1. Найти интегралы методом интегрирования по частям:

1) 
Решение. 



2) 
Решение.


+ 1 + 0 – 1 = /2.

Практическое занятие № 9. Решение задач с применением приближенных методов вычисления определенного интеграла (метод трапеции, метод прямоугольников).

Цель: научиться вычислять приближенно определённые интегралы, используя формулы прямоугольников и трапеций.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Формула прямоугольников с недостатком


Формула прямоугольников с избытком


Формула трапеций


Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Суть метода прямоугольников для приближённого вычисления определенного интеграла?
2. Суть метода трапеций для приближённого вычисления определенного интеграла?
3. Формулы прямоугольников (с избытком, с недостатком) и трапеций для приближённого вычисления определенного интеграла?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Вычислить определенные интегралы методом прямоугольников с избытком и с недостатком, методом трапеций. Сравнить приближённые результаты с точным.



1) , x = 0,1;		2) , n = 8;		3) , n = 8.
Задание № 2. Вычислить определенные интегралы методом прямоугольников с избытком и с недостатком, методом трапеций, разделив отрезок интегрирования на n равных частей. Сравнить результаты.


1) , n = 20;		2) , n = 4;


3) , n = 5;				4) , n = 10




Типовые задания

Задание № 1. Вычислить определенный интеграл  методом прямоугольников и трапеций, разбив отрезок интегрирования на 6 равных частей. Сравнить приближённые результаты с точным.
Решение. a = 2, b = 5, n = 6, f(x) = x2.
Шаг  x = (b – a)/n = (5 – 2)/6 = 0,5
x0 = a = 2,   y0 = x02 = 4
x1 = x0 + x = 2,5,   y1 = x12 = 6,25
x2 = x1 + x = 3,   y2 = x22 = 9
x3 = 3,5,   y3 = 12,25
x4 = 4,   y4 = 16
x5 = 4,5,   y5 = 20,25
x6 = b = 5,   y6 =25
По формуле прямоугольников с недостатком:

 = 0,5(4 + 6,25 + 9 + 12,25 + 16 + 20,25) = 33,875.
По формуле прямоугольников с избытком:

 = 0,5(6,25 + 9 + 12,25 + 16 + 20,25 + 25) = 44,375.
По формуле трапеций:

0,5((4 + 25)/2 +6,25 + 9 + 12,25 + 16 + 20,25) =39,125.

Точный результат: = 125/3 – 8/3 =39.


Раздел 3. Дифференциальные уравнения.
Тема 3.1. Дифференциальные уравнения I порядка. Линейные дифференциальные уравнения I порядка.

Практическое занятие № 10. Решение дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными.

Цель: отработка умений и навыков решения дифференциальных уравнений 1-го порядка с разделяющимися переменными.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x,y) называется уравнением с разделяющимися переменными, если функцию f(x,y) можно представить в виде произведения двух функций, зависящих только от x и y: 
y' = f1(x)∙ f2(y),   где f1(x) и f2(y) – непрерывные функции.
Рассматривая производную y' как отношение дифференциалов dy/dx, перенесем dx в правую часть и разделим уравнение на f2(y):    dy/dx = f1(x)∙ f2(y)  =>  dy/ f2(y) = f1(x)dx
Разумеется, нужно убедиться, что f2(y) ≠ 0. Если найдется число x0, при котором f2(x0) = 0, то это число будет являться решением дифференциального уравнения. Деление на f2(y) приводит к потере указанного решения.

Теперь переменные разделены и можно проинтегрировать дифференциальное уравнение:  ,  где C − постоянная интегрирования.
Вычисляя интегралы, получаем выражение, описывающее общее решение уравнения с разделяющимися переменными.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какое уравнение называется дифференциальным?
2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения?
3. Какое решение дифференциального уравнения называется общим?
4. Каков геометрический смысл общего решения дифференциального уравнения?
5. Может ли дифференциальное уравнение иметь конечное число решений?
6. Что такое порядок дифференциального уравнения и как его определить?
7. Сколько постоянных интегрирования имеет общее решение дифференциального уравнения первого порядка?
8. Как решается уравнение с разделенными переменными? 
9. Чем отличается уравнение с разделяющимися переменными от уравнения с разделенными переменными? Как разделяют переменные?
10. Чем отличается дифференциальное уравнение от алгебраического уравнения?
Задания для практического занятия

Задание 1. Проверить подстановкой, что функция y = Cx2 – 1/x является общим решением дифференциального уравнения .
Задание 2. Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 			2) exdx = 2ydy
3) (1 + x3)dy = 3x2ydx			4) (1 + x2)dy – 2xydx
5) yʹ = y				6) xyyʹ = 1 – x2
7) (1 + x2)yyʹ = x(1+ y2)		8) yyʹ + x = 1
9) (2 – y)dy = xdx			10) (1 + x)ydx + (1 – y)xdy = 0
11) 			12) (x2 – yx2)dy + (y2 + xy2)dx = 0
Типовые задания
Задание 1. Проверить подстановкой, что функция y =  является общим решением дифференциального уравнения 2yyʹ = 1.
Решение. y = ,  yʹ = 
Подставим в дифференциальное уравнение
2 = 1
1 = 1 – это тождество   =>   y =  является общим решением.
Задание 2. Найти общие решения дифференциальных уравнений методом разделения переменных.
1) yyʹ + x = 0
Решение. 
ydy/dx = – x   =>   ydy = – x dx 


y2/2 = – x2/2 + C
y2 = – x2 + 2C – общее решение дифференциального уравнения.
Ответ: y2 = – x2 + 2C.
2) x2yʹ + y = 0
Решение.  x2dy/dx = – y   =>   dy/y = – dx/x2 


ln|y| = 1/x + C   =>   y = e1/x + C  или  y = С1∙e1/x   – общее решение, где C1 = eC.
Ответ: y = e1/x + C  или y = С1∙e1/x .


Практическое занятие № 11. Нахождение общего и частного решения дифференциальных уравнений. Задача Коши.

Цель: отработать навыки решения дифференциальных уравнений первого порядка, нахождения частного решения по известным условиям Коши.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Задача нахождения частного решения y = y(x), удовлетворяющего начальным условиям, называется задачей Коши.
Частным решением дифференциального уравнения называется решение, получаемое из общего решения при каком-либо определённом значении произвольной постоянной C. Для нахождения частных решений задают дополнительные условия. Эти условия называют начальными, если все они относятся к одному и тому же значению независимой переменной. Начальные условия, или условия Коши, задают значение функции y0 в фиксированной точке x0.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какое уравнение называется дифференциальным?
2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения?
3. Какое решение дифференциального уравнения называется общим и какое называется частным?
4. Каков геометрический смысл общего и частного решений дифференциального уравнения?
5. В чём заключается задача Коши? Каков его геометрический смысл?
	Задания для практического занятия	
Задание № 1. Найти частные решения дифференциальных уравнений.
1) yʹ = x, если y = 0 при x = 2;			2) ydy = xdx, y(–2) = 4;
3) 2dy/y = dx/x, если y =  при x = 1;		4) xdy = ydx, y(6) = 2;

5) , если y = 2 при x = 0			6) x2 dy – 0,5y3dx = 0, если y(–1) = 1;

7) , y(0) = 3;		8) x3 dy – y3dx = 0, если y = 2 при x = 1;

9) 2ydx = (1 + x)dy, если y(1) = 4;			10) , если y = 1 при x = 1;


11) ,  y(0) = 4;				12) ,  y(–2) = 3;

13) , y(1) = 1;		14) y 2dx = e xdy,  y(0) = 1;

15) ,  если y = 1 при x = e.
Типовые задания
Задание № 1. Проверить подстановкой, что дифференциальное уравнение yʹ–2y = e3x имеет общее решение в виде  y = e3x + Ce2x. Найти частное решение, удовлетворяющее начальному условию y = 3 при x = 0.
Решение. y = e3x + Ce2x,  yʹ = 3e3x + 2Ce2x 
Подставим в дифференциальное уравнение
3e3x + 2Ce2x – 2(e3x + Ce2x) = e3x 
3e3x + 2Ce2x – 2e3x – 2Ce2x) = e3x 
e3x = e3x – это тождество.
Частное решение:
y = e3x + Ce2x,  3 = e0 + Ce0   =>   C = 3
y = e3x + 3e2x – частное решение.
Задание № 2. Найти частное решение дифференциального уравнения 2yyʹ – x = 0, если y = –2 при x = 6.
Решение. 
2ydy/dx = x   =>   2ydy = x dx 


y2 = x2/2 + C
y2 = x2/2 + C – общее решение дифференциального уравнения
Подставим в общее решение начальные условия
(–2)2 = 62/2 + C     =>   С = –14
y2 = x2/2 –14 – частное решение.


Практическое занятие № 12. Решение линейных дифференциальных уравнений первого  порядка. Решение однородных дифференциальных уравнений первого порядка.

Цель: закрепить навыки решения линейных дифференциальных уравнений первого порядка.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Линейное дифференциальное уравнение первого порядка – это уравнение вида 
yʹ + P(x)y = Q(x),
где P(x) и Q(x) – непрерывные функции.
Общее решение линейного дифференциального уравнения первого порядка имеет вид:

.
Q(x) ≠ 0    yʹ + P(x)y = Q(x) – линейное неоднородное уравнение. 
Линейное (неоднородное) уравнение можно привести к уравнению с разделяющимися переменными подстановкой y = uv, где одна из функций u, v подбирается определённым образом, а другая – новая неизвестная функция.
Q(x) = 0    yʹ + P(x)y = 0 – линейное однородное уравнение. Его решение имеет вид:


Дифференциальное уравнение первого порядка yʹ = f(x,y) называется однородным, если его можно представить в виде P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, где P(x,y) и Q(x,y) – однородные функции одинакового измерения.
Однородное дифференциальное уравнение приводится к дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными подстановкой y = zx, где z = y/x – новая неизвестная функция.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что такое дифференциальное уравнение?    
2. Как определить порядок дифференциального уравнения? 
3. Что такое общее решение дифференциального уравнения, частное решение дифференциального уравнения?  
4. Уравнение какого вида называется линейным дифференциальным?
5. При каких условиях  линейное дифференциальное уравнение являются однородным, неоднородным?
6. С помощью какой подстановки решается линейное дифференциальное уравнение первого порядка и к какому уравнению сводится его решение?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Решить линейное дифференциальное уравнение первого порядка.

1) xyʹ + y = e x				2) 


3) 			4) yʹ + x2y = 2
5) yʹ – y = e x				6) yʹ = x + y	
7) xyʹ + y = 3				8) (x2 + y2)dx – 2xydy = 0

9) y  –xyʹ = y ln 			10) (x + 2y)dx + 2xdy = 0
11) xyʹ – 2y = 3x5 			12) (1 + x2)yʹ – xy = 2x
Типовые задания

Задание № 1. Решить дифференциальное уравнение 
Решение. Проверим уравнение на однородность, для этого в исходное уравнение вместо x подставим x, а вместо y подставим y:
 
Получилось исходное уравнение  данное дифференциальное уравнение является однородным. 
Проведем замену: y = z∙x    y = zʹx + x   
Подставим y = z∙x    y = zʹx + x в исходное уравнение:    После подстановки результат стремимся максимально упростить:
 
Разделяем переменные и интегрируем:



обратная замена: t = y/x               

Ответ: общий интеграл: 
Задание № 2. Решить уравнение yʹ + x2y = x2.
Решение. 
Это линейное неоднородное уравнение первого порядка, где P(x) = x2, Q(x) = x2.

Общее решение имеет вид  


,         

Решение будет иметь вид:     

Задание № 3. Найти общее решение уравнения 

Решение. Пусть y = uv,  yʹ = 
Подставим в исходное уравнение 


 –  = x

 = x

Выберем функцию u так, чтобы = 0 


ln|u| = ln|x|, C = 0 
u = x


Подставим u = x, = 0  в    = x

 = x    dv = dx    ∫dv = ∫dx    v = x + C
y = uv    y = x2 + C – общее решение.
Ответ:  y = x2 + C.





Тема 3.2. Дифференциальные уравнения II порядка c постоянными коэффициентами.

Практическое занятие № 13. Решение дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

Цель: закрепить навыки решения линейных однородных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Уравнение вида yʹʹ + pyʹ + qy = f(x), где p и q – вещественные числа (постоянные величины), f(x) – непрерывная функция, называется линейным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами.
yʹʹ + pyʹ + qy = 0 – называется однородным.
y = 1, yʹ = k, yʹʹ = k2    k2 + pk + q = 0 – характеристическое уравнение дифференциального уравнения.

1) k1 ≠ k2 – действительные и различные, общий интеграл имеет вид: , где С1, С2 – произвольные постоянные;

2) k1 = k2 = k – действительные и равные, общий интеграл имеет вид: ;

3) k1,2 = a ± bi – комплексные, общий интеграл имеет вид: .
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что такое линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами? 
2. Каков общий вид дифференциальных уравнений второго порядка?
3. В каком случае дифференциальное уравнение второго порядка является однородным?
4. Что такое характеристическое уравнение? 
5. Как связано общее решение однородного дифференциального уравнения с корнями характеристического уравнения?
6. Методы решения однородных линейных уравнений второго порядка.
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти обшее решение уравнения.







Задание № 2. Найти частное решение уравнения.






Типовые задания
Задание № 1. Найти общее решение дифференциального уравнения  yʹʹ – 8yʹ + 16y = 0 
Решение.
k2 – 8k + 16 = 0 – характеристическое уравнение
D = 64 – 64 = 0
k1 = k2 = 4
y = e 4x(C1 + C2x) – общее решение уравнения
Ответ: y = e 4x(C1 + C2x).
Задание № 2. Найти общее решение дифференциального уравнения yʹʹ + 8yʹ + 25y = 0
Решение.
k2 + 8k + 25 = 0 – характеристическое уравнение
D = 64 – 100 = –36
k1,2 = – 4 ± 3i
y = e – 4x(C1cos3x + C2sin3x) – общее решение уравнения
Ответ: y = e – 4x(C1cos3x + C2sin3x).
Задание № 3. Найти частное решение дифференциального уравнения 
2yʹʹ – 5yʹ + 2y = 0  при у(0) = 1, у'(0) = 0.
Решение.
2k2 – 5k + 2 = 0 – характеристическое уравнение
D = 25 – 16 = 9	
k1,2 = 2; 0,5
y = C1e2x + C2e0,5x – общее решение уравнения
Частное решение: 
    
Ответ: .


Раздел 4. Основы теории вероятностей и математической статистики.
Тема 4.1. Основные понятия комбинаторики.

Практическое занятие № 14. Решение задач комбинаторики. Вычисление вероятности события.

Цель: отработка умений и навыков в решении комбинаторных задач, научить вычислять вероятность событий и применять вероятностные методы для решения практических задач.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно, называют 
n-факториалом и пишут n! = 1∙2∙3∙…∙(n – 1)∙n. 


Размещениями называются соединения, составленные из n-различных элементов по m-элементам, которые отличаются друг от друга либо составом элементов, либо их порядком.             
Перестановками называют соединения, составленные из одних и тех же 
n-элементов, которые отличаются друг от друга только их порядком размещения Pn =n!
Сочетаниями называются соединения, составленные из n-различных элементов по m-элементам, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.


Сочетания с повторениями – это такие соединения, состоящие из n-различных элементов по m-элементам, отличающиеся друг от друга или хотя бы одним элементом или тем, что хотя бы один элемент входит различное число раз.

 
Вероятностью Р(А) события А в испытании с равновозможными элементарными исходами называют отношение числа исходов m, благоприятствующих событию А, к числу n всех исходов испытания.  Р(А) = m / n 
Свойства вероятностей:
Вероятность невозможного события равна нулю Р = 0.
Вероятность достоверного события равна единице Р = 1.
Вероятность произвольного случайного события А заключается между 0 и 1: 0<Р(А)<1. 
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что изучает наука теория вероятности?
2. Понятие случайного события.
3. Что называется n-факториалом?
4. Перечислите основные задачи комбинаторики.
5. Что называется перестановками?
6. Запишите формулу для числа перестановок из m элементов.
7. Что называется размещениями? 
8. Запишите формулу числа размещений из m элементов по n.
9. Что называется сочетаниями?
10. Запишите формулу числа сочетаний из m элементов по n.
11. Какие события называются достоверными? Приведите примеры.
12. Какие события называются невозможными? Приведите примеры.
13. Что называется вероятностью события?



Задания для практического занятия
Задание № 1. Корреспонденция разносится в 5 адресов. Разносчик забыл дома очки и разнес корреспонденцию случайным образом. Какова вероятность того, что вся корреспонденция попала к своим адресатам?
Задание № 2. Цифры 0,1,2,3 написаны на четырех карточках. Карточки расположили в случайном порядке. Какова вероятность того, что из них сложено 4-х-значное число? 
Задание № 3. В хоккейном турнире участвуют 6 равных по силе команд. Каждая команда должна сыграть с каждой одну игру. У Вас есть любимая команда. Вы пришли «поболеть» на турнир на одну из игр, выбранных случайно. Какова вероятность того, что в этой игре будет играть Ваша любимая команда? 
Задание № 4. В ящике разложено 20 деталей. Известно, что 5 из них являются стандартными. Рабочий случайным образом берет 3 детали. Какова вероятность того, что хотя бы одна деталь стандартная?
Задача № 5. Из 7 карточек разрезной азбуки составлено слово колокол. Эти карточки рассыпали и затем собрали в случайном порядке. Какова вероятность того, что снова получится слово колокол?
Задача № 6. Набирая номер телефона, абонент забыл последние 3 цифры, и помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наугад. Найти вероятность того, что номер телефона набран правильно.
Задание № 7. В ящике 5 апельсинов и 4 яблока. Наудачу выбираются 3 фрукта. Какова вероятность, что все три фрукта – апельсины?
Задача № 8. Преподаватель предлагает каждому из трех студентов задумать любое число от 1 до 10. Считая, что выбор каждым из студентов любого числа из заданных равновозможен, найти вероятность того, что у кого-то из них задуманные числа совпадут.
Задача № 9. В ящике 10 красных и 5 синих пуговиц. Вынимаются наудачу две пуговицы. Какова вероятность, что пуговицы будут одноцветными?
Задача № 10. В книжном магазине на полке 10 различных книг, причем 5 книг стоят по 4$ каждая; 3 книги – по 1$ и две – по 3$. Найти вероятность того, что взятые наугад две книги стоят 5$.
Задача № 11. Оля и Коля договорились встретить Новый год в компании из десяти человек. Они оба хотели сидеть за праздничным столом рядом. Найти вероятность исполнения их желания, если среди друзей принято распределять места по жеребьевке.
Задача № 12. 32 буквы русского алфавита написаны на карточках разрезанной азбуки. Пять карточек вынимаются наугад одна за другой и укладываются на стол в порядке появления. Найти вероятность того, что получится слово «конец».
Задача № 13. Каждая из букв слова ТЕОРИЯ написана на одной карточке. Карточки перемешивают и располагают случайным образом одну за другой. Какова вероятность того, что получится слово ТЕОРИЯ.
Задача № 14. Собрание, на котором присутствуют 20 человек, в том числе 8 женщин, выбирают делегацию из 5 человек. Найти вероятность того, что в делегацию войдут 3 женщины, считая, что каждый из присутствующих может быть избран с одинаковой вероятностью?
Задача № 15. Устройство состоит из 5 элементов, 2 из которых изношены. При включении устройства включаются случайным образом два элемента. Найти вероятность того, что включенными окажутся неизношенные элементы
Типовые задания
Задание № 1. В партии из 30 миксеров 2 бракованных. Найти вероятность купить исправный миксер.
Решение. 𝑛 = 30, 𝑚 = 30 − 2 = 28    𝑃 = 28/30 = 14/15.
Ответ: 14/15.
Задание № 2. Из 34 экзаменационных билетов, пронумерованных с помощью чисел от 1 до 34, наудачу извлекается один. Какова вероятность, что номер вытянутого билета есть число, кратное трем.
Решение. Найдем количество чисел от 1 до 34, кратных трем. Это числа 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33. Всего таких чисел 11. Таким образом, искомая вероятность P = 11/34.
Ответ: 11/34.
Задание № 3. В урне находится 10 шаров, из них 6 белых и 4 черных шара. Вынули из урны 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара - белые? 


Решение. Рассмотрим событие А – оба вынутых шара белого цвета. Число всевозможных исходов равно количеству выборок 2 шаров из 10. Выборка без возвращения и без повторения, поэтому n == 45. Число исходов, благоприятствующих наступлению события А равно числу вариантов извлечения 2 белых шаров из 6, поэтому  m == 15. Тогда P(A) = 15/45 = 1/3 ≈ 0,33
Ответ: P(A) ≈ 0,33.
Задание № 4. В почтовом отделении имеются открытки 6 видов. Какова вероятность того, что среди 4 проданных открыток все открытки различны?
Решение. Пусть событие А – все проданные открытки различны. 


Тогда число всевозможных исходов равно числу вариантов выбора 4 открыток. Эта выборка с возвращением (выбранные открытки могут быть одинаковые), неупорядоченная (так как важен лишь состав выборки, а не то, в каком порядке отобраны открытки). Значит n== 126 ().

Число исходов, благоприятствующих наступлению события А, есть число способов, которыми можно выбрать 4 различные открытки из 6 видов. Так как открытки теперь различны, то эта неупорядоченная выборка без повторения, значит  m == 15
Тогда P(A) = 5/42 ≈ 0,12
Ответ: P(A) ≈ 0,12.

Практическое занятие № 15. Оценка неизвестной вероятности случайного события.

Цель: сформировать навыки решения задач на применение теорем сложения и умножения вероятностей, формулы полной вероятности и формулы Байеса.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
События А и В называются совместными, если они могут одновременно произойти, и несовместными, если при осуществлении одного события не может произойти другое. 
Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей слагаемых без вероятности произведения: Р(А+В)=Р(А)+Р(В)–Р(АВ). 
Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей слагаемых: Р(А+В)=Р(А)+Р(В). 
Вероятность произведения событий А и В равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого: Р(АВ)=Р(А)∙Р(А/В) или Р(ВА)=Р(А)∙Р(В/А).
Р(АВ)=Р(А)∙Р(В) – для независимых событий А и В.
Формула полной вероятности. 
Если событие А может произойти только при выполнении одного из событий Н1, Н2, …, которые образуют полную группу несовместных событий, то вероятность события А вычисляется по формуле  
Р(А) = Р(Н1)∙Р(А / Н1) + Р(Н2)∙Р(А / Н2) + Р(Н3)∙Р(А / Н3) +…

Формула Байеса:   , P(A) ≠ 0
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что называется вероятностью события?
2. Какие события называются совместными, несовместными? Приведите примеры.
3. Чему равна вероятность суммы совместных, несовместных событий?
4. Какие события называются противоположными? Приведите примеры.
5. Как формулируется теорема сложения вероятностей?
6. Чему равна сумма вероятностей противоположных событий?
7. Как формулируется теорема умножения вероятностей?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Среди 100 колес 5 нестандартных. Для контроля выбирается 7 колес. Найти вероятность того, что среди них ровно 3 будет нестандартных.
Задача № 2. Аудитор обнаруживает финансовые нарушения у проверяемой фирмы с вероятностью 0,9. Найти вероятность того, что среди 4 фирм-нарушителей будет выявлено больше половины. 
Задача № 3. Для того чтобы разрушить мост, нужно попадание не менее 2 бомб. Сбросили 3 бомбы с вероятностями попадания 0,1, 0,3, 0,4. Найти вероятность разрушения моста. 
Задание № 4. Новогодняя гирлянда состоит из 10 последовательно соединенных электрических лампочек. Одна лампочка перегорела. Перегоревшая лампочка обнаруживается путем поочередной замены каждой лампы из гирлянды на заведомо хорошую. Найти вероятность того, что перегоревшая лампочка будет обнаружена: а) при первой замене; б) при последней замене; в) не более, чем при трех заменах.
Задание № 5. Найти вероятность того, что в следующем году дни рождения четырех студентов придутся: а) на март; б) на один и тот же месяц; в) на разные месяцы.
Задание № 6. Прибор состоит из двух частей, каждая из которых отказывает с вероятностями соответственно 0,05 и 0,1. Прибор отказывает, если отказывает хотя бы одна часть. Найти вероятность безотказной работы прибора.
Задание № 7. Брак продукции завода вследствие первого дефекта составляет 8%, причем среди бракованной продукции по первому дефекту второй дефект составляет  4%, а в свободной от первого дефекта продукции второй дефект встречается в 2% случаев. Каков процент второго дефекта во всей продукции?
Задание № 8. В студенческой группе 15 девушек и 10 юношей. Все имеют мобильные телефоны. После занятия девушки забывают в аудитории свой мобильник с вероятностью 0,05, а юноши – с вероятностью 0,02. После занятий в аудитории был найден мобильник. Какова вероятность того, что он принадлежит а) девушке; б) юноше?
Задание № 9. В продажу поступают телевизоры трех заводов: 30% с первого завода, 20% – со второго, 50% – с третьего. Продукция первого завода содержит 20% телевизоров со скрытым дефектом, второго – 10% , третьего – 5%. Какова вероятность приобрести исправный телевизор?
Типовые задания
Задание № 1. Вероятность поражения одной мишени – 0,7, а другой – 0,8. Какова вероятность, что будет поражена хотя бы одна мишень, если по ним стреляют независимо друг от друга.
Решение. Т.к. события совместны, то P =0,7 + 0,8 –0,7∙0,8 = 1,5 – 0,56 = 0,94
Задание № 2. В двух коробках лежат ручки разного цвета. В первой коробке – 4 красных и 6 черных, во второй – 3 красных, 5 синих и 2 черных. Из обеих коробок вынимают по одной ручки. Найти вероятность, что обе ручки красные.
Решение. Найдем вероятности вытащить красную ручку из каждой коробки
n1 = 10, m1 = 4, P1 =0,4,  n2 = 10, m2 =3, P2 =0,3 
Тогда вероятность того, что обе ручки красные: P = P1∙P2 = 0,4∙0,3 = 0,12.
Задание № 3. Для того чтобы разрушить мост, нужно попадание не менее 2 бомб. Сбросили 3 бомбы с вероятностями попадания 0,1, 0,3, 0,4. Найти вероятность разрушения моста.



Решение. Пусть события A,B, состоят в попадании 1,2,3 бомбы соответственно. Тогда разрушение моста соответствует событию ABC . В силу того, что слагаемые в этой формуле попарно несовместны, а сомножители в слагаемых независимы, искомая вероятность равна 
(0,1)(0,3)(0,4)+ (0,1)(0,3)(0,6)+ (0,1)(0,7)(0,4)+ (0,9)(0,3)(0,4) = 0,166.
Задание № 4. Первой партии 20 ламп, во второй – 30 ламп и в третьей – 50 ламп. Вероятности того, что проработает заданное время, равна для первой партии 0,7, для второй – 0,8 и для третьей партии – 0,9. Какова вероятность того, что наудачу взятая лампа проработает заданное время? Найти вероятность, что эта лампа принадлежит первой партии? 
Решение: Пусть событие А – наудачу взятая лампа проработает заданное время. Тогда, пусть Н1 – лампа из первой партии, Н2 – лампа из второй партии и Н3 – лампа из третьей партии. Тогда событие А/Н1 – лампа из первой партии проработает заданное время, А/Н2 – лампа из второй партии проработает заданное время и А/Н3 – лампа из третьей партии проработает заданное время. Найдем вероятности
n = 20 + 30 + 50 = 100
P(Н1) = 20/100 = 0,2,  P(A/Н1) = 0,7
P(Н2) = 30/100 = 0,3,  P(A/Н2) = 0,8
P(Н3) = 50/100 = 0,5,  P(A/Н3) = 0,9
P(A) = Р(Н1)∙Р(А / Н1) + Р(Н2)∙Р(А / Н2) + Р(Н3)∙Р(А / Н3) = 0,2∙0,7 + 0,3∙0,8 + 0,5∙0,9 = 
0,14 + 0,24 + 0,45 = 0,83

Теперь, используя формулу Байеса найдем вероятность того, что эта лампа принадлежит первой партии  P(Н1/ A) = = 0,2∙0,7/0,83 ≈ 0,169.
Ответ: ≈ 0,169. 
Задание № 5. Имеются 3 одинаковые урны. В первой урне находятся 5 белых и 7 черных шаров, во второй – только белые и в третьей – только черные. Наугад выбираются урна и из нее извлекается один шар. Какова вероятность, что этот шар белый? 
Решение. Пусть событие А – извлекается белый шар. Тогда, пусть Н1 – шар из первой урны, Н2 – шар из второй урны и Н3 – шар из третьей урны. Тогда событие А/Н1 – белый шар из первой урны, А/Н2 – белый шар из второй урны и А/Н3 – белый шар из третьей урны. Найдем вероятности
P(Н1) = 1/3,  P(A/Н1) = 5/12
P(Н2) = 1/3,  P(A/Н2) = 1
P(Н3) = 1/3,  P(A/Н3) = 0

P(A) = Р(Н1)∙Р(А/Н1) + Р(Н2)∙Р(А/Н2) + Р(Н3)∙Р(А/Н3)=
Задача № 6. По цели независимо сбросили две бомбы. Вероятность попадания для каждой бомбы равна 1/2. При попадании одной бомбы цель поражается с вероятность 1/2, а при попадании двух бомб она поражается с вероятностью 2/3. Найти вероятность поражения цели. 
Задача № 7. Компьютеры одной марки производят 2 предприятия. Первое предприятие выпускает 3/4 всех компьютеров, второе -1/4. На первом предприятии 1% брака, на втором – 2%. Найти вероятность того, что купленный вами компьютер исправен.


Практическое занятие № 16. Оценка неизвестного закона распределения случайной величины.

Цель: формирование навыков решения задач по нахождению закона распределения случайной величины, функции распределения.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Случайная величина, принимающая отдельные возможные значения с определёнными вероятностями, называется дискретной случайной величиной (ДСВ).
Непрерывной называется случайная величина, которая может принимать все значения из некоторого промежутка.
Соответствие между отдельными возможными значениями и их вероятностями называется законом распределения дискретной случайной величины. 
Табличное задание закона распределения ДСВ:
	X
	x1
	x2
	…
	xn

	P
	p1
	p2
	…
	pт


где первая строка указывает возможные значения, а вторая – их вероятности 
(p1 + p2 + … + pт = 1). Эта таблица называется рядом распределения.
Ряд распределения можно представить графически, если по оси абсцисс отложить возможные значения ДСВ, а по оси ординат – соответствующие вероятности. Соединив полученные точки отрезками, получим ломаную, называемую многоугольником распределения вероятностей.
Функцией распределения случайной величины Х (обозначается F(x)) называется функция, определяемая соотношением F(x) = P(X < x).
Биномиальный закон распределения (формула Бернулли)

Пусть производится n независимых испытаний, и в каждом из них событие A может либо появиться, либо не появиться. Пусть также вероятность p появления события A в каждом испытании постоянна. Pn(k) = , где q = 1 – p – вероятность противоположного события.
Закон распределение Пуассона вероятностей массовых и редких событий
(для случая малых p и больших значений n)

Pn(k) =  
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что изучает наука математическая статистика?
2. Задачи и методы математической статистики.
3. Какая величина называется случайной?
4. Какая случайная величина называется дискретной, какая – непрерывной?
5. Что называется, законом распределения случайной величины?
6. Какой закон распределения называется биномиальным?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Задан закон распределения дискретной случайной величины Х:
	xi
	–2
	–1
	0
	2
	3

	pi
	0,1
	0,2
	0,3
	0,3
	0,1


Найти функцию распределения и построить ее график.
Задание № 2. Задан закон распределения дискретной случайной величины Х:
	xi
	0
	1
	2
	3
	4

	pi
	р
	2 р
	0,2
	0,2
	0,3


Найти функцию распределения и построить ее график.
Задание № 3. Монета брошена 2 раза. Записать закон распределения случайной величины Х – числа появления герба. Найти функцию распределения и построить ее график.
Задание № 4. Игральный кубик брошен 3 раза. Записать закон распределения случайной величины Х – числа появления шестерки.
Задание № 5. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу отобраны 2 детали. Составить закон распределения числа стандартных деталей среди отобранных. Найти функцию распределения. Построить полигон полученного распределения.
Задание № 6. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Составить закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте. Построить полигон полученного распределения. Найти функцию распределения.
Задание № 7. Два носка выбираются случайным образом из ящика, в котором находится 5 коричневых и 3 зеленых. Определить закон и функцию распределения числа коричневых носков. Построить полигон полученного распределения.
Задание № 8. Построить ряд распределения и функцию распределения числа промахов при трех бросках мячом в корзину, если вероятность попадания равна 0,4. Построить полигон полученного распределения.
Задание № 9. В городе имеются 4 оптовые базы. Вероятность того, что требуемого сорта товар отсутствует на этих базах, одинакова и равна 0,3. Составить закон распределения, функцию распределения числа баз, на которых искомый товар отсутствует в данный момент. Построить полигон полученного распределения.
Задание № 10. Дискретная случайная величина – число мальчиков в семьях с 5 детьми. Предполагая равновероятными рождения мальчика и девочки найти закон и функцию распределения количества мальчиков. Построить полигон полученного распределения
Типовые задания
Задание № 1. Найти функцию распределения F(х) и начертить ее график, если дискретная случайная величина Х задана законом распределения
	Х
	2
	4
	7

	Р
	0,5
	0,2
	0,3


Решение. Если х≤2, то F(х)=0. Действительно, значений, меньших числа 2, величина Х не принимает. Следовательно, при х≤2 функция F(х)=0.
Если 2 < x ≤ 4, то F(х)=0,5. Действительно, Х может принять значение 2 с вероятностью 0,5.
Если 4 < x ≤ 7, то F(х)=0,7. Действительно, Х может принять значение 2 с вероятностью 0,5 и значение 4 с вероятностью 0,2; следовательно, одно из этих значений, безразлично какое, Х может принять (по теореме сложения вероятностей несовместных событий) с вероятностью 0,5+0,2=0,7.
Если х > 7, то F(х)=1. Действительно, событие х ≤ 7 достоверно и вероятность = 1.
Итак, искомая функция распределения имеет вид:




Задание № 2. Приживаемость саженцев яблонь составляет 80%. Наудачу выбирают 5 саженцев. Составить закон распределения числа прижившихся саженцев, функцию распределения, построить многоугольник распределения и график функции распределения.
Решение. Вероятность приживаемости яблони равна 0,8. 
Х – случайная величина числа прижившихся яблонь из пяти саженцев, возможные значения: 
х1 = 0 – ни один саженец не прижился; 
х2 = 1 – один саженец прижился; 
х3 = 2 – два прижились; 
х4 = 3 – три; 
х5 = 4 – четыре; 
х6 = 5 – пять саженцев прижились. 
Вероятности этих значений вычислим по формуле Бернулли:






Таким образом, закон распределения случайной величины:
	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	P(X)
	0,00032 
	0,0064
	0,0512
	0,2048
	0,4096
	0,32768


Многоугольник распределения

Вычислим функцию распределения:



Практическое занятие № 17. Решение задач на вычисление математического ожидания.

Цель: формирование навыков решения задач на нахождение числовых характеристик случайной величины.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию

Математическое ожидание ДСВ Х равно сумме произведений всех ее возможных значений на их вероятности:   M(X = .

Дисперсией ДСВ Х (D(X)) называют математическое ожидание квадрата отклонения СВ от ее математического ожидания:   D(X) = M(X – M(X2 = 

Средним квадратическим отклонением случайной величины Х называется арифметический корень из дисперсии, т.е.  Ϭ(X) =  
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какая величина называется случайной?
2. Какая случайная величина называется дискретной, какая – непрерывной?
3. Что относится к числовым характеристикам случайных величин?
5. Что называется математическим ожиданием случайной величины?
6. Что называется дисперсией случайной величины?
Задания для практического занятия
Задание № 1. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу отобраны 2 детали. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение, зная закон распределения числа стандартных деталей среди отобранных и функцию распределения (см. в задаче предыдущего занятия).
Задание № 2. Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение, зная закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте и функцию распределения (см. в задаче предыдущего занятия).
Задание № 3. Два носка выбираются случайным образом из ящика, в котором находится 5 коричневых и 3 зеленых. Определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение числа коричневых носков. (Закон и функцию распределения – из задачи предыдущего занятия.)
Задание № 4. В городе имеются 4 оптовые базы. Вероятность того, что требуемого сорта товар отсутствует на этих базах, одинакова и равна 0,3. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение числа баз, на которых искомый товар отсутствует в данный момент. (Закон распределения, функцию распределения – см. в задаче предыдущего занятия.)
Задание № 5. Дискретная случайная величина – число мальчиков в семьях с 5 детьми. Предполагая равновероятными рождения мальчика и девочки найти закон, функцию распределения, математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение количества мальчиков.
Задание № 6. Имеются 5 ключей, из которых только один подходит к замку. Найдите закон, функцию распределения, математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины, равной числу проб при открывании замка, если испробованный ключ в последующих опробованиях не участвует. 
Задание № 7. С вероятностью попадания при одном выстреле 0,8 охот- ник стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не более 4 выстрелов. Дискретная случайная величина – число промахов. Определить закон, функцию распределения, математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение СВ. 
Типовые задания
Задание № 1. Приживаемость саженцев яблонь составляет 80%. Наудачу выбирают 5 саженцев. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение числа прижившихся саженцев. Закон распределения числа прижившихся саженцев, функция распределения – из предыдущего занятия.
Решение. Найдем числовые характеристики случайной величины, для этого составим таблицу

Математическое ожидание:  

Дисперсия:     

Среднее квадратическое отклонение:  
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