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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА

Методические указания разработаны в соответствии с рабочей программой учебной дисциплины ЕН.01. Математика для студентов специальности 38.02.07 Банковское дело.
Методические указания предназначены для организации учебного процесса по данной дисциплине, а также подготовки и проведению практических занятий и их проверки.
Практические задания предназначены для закрепления теоретического материала по учебной дисциплине ЕН.01. Математика и выработки навыков его применения в практических расчетах.
Практические занятия являются важными видами учебной работы студента по учебной дисциплине и выполняются в пределах часов, предусмотренных учебным планом специальности.
Цель данных методических указаний состоит в оказании помощи студентам при проведении практических занятий по изучению данной дисциплины, в формировании готовности к овладению основными умениями, знаниями, а также развитие общих компетенций по специальности.

ОБЩИЕ КОМПЕТЕНЦИИ 

Специалист банковского дела должен обладать общими компетенциями, включающими в себя способность:
ОК 01. Выбирать способы решения задач профессиональной деятельности применительно к различным контекстам.
ОК 02. Осуществлять поиск, анализ и интерпретацию информации, необходимой для выполнения задач профессиональной деятельности.
ОК 03. Планировать и реализовывать собственное профессиональное и личностное развитие.
ОК 04. Работать в коллективе и команде, эффективно взаимодействовать с коллегами, руководством, клиентами.
ОК 05. Осуществлять устную и письменную коммуникацию на государственном языке Российской Федерации с учётом особенностей социального и культурного контекста.
ОК 09. Использовать информационные технологии в профессиональной деятельности.
ОК 11. Использовать знания по финансовой грамотности, планировать предпринимательскую деятельность в профессиональной сфере.

Результаты освоения дисциплины
	Код ОК
	Умения
	Знания

	ОК 01
	умение решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности
	знание основных математических методов решения прикладных задач в области профессиональной деятельности

	ОК 02
	быстрота и точность поиска, оптимальность и научность необходимой информации, а также обоснованность выбора применения современных технологий её обработки
	знание основных понятий и методов теории комплексных чисел, линейной алгебры, математического анализа

	ОК 03
	организовывать самостоятельную работу при освоении профессиональных компетенций; стремиться к самообразованию и повышению профессионального уровня
	значение математики в профессиональной деятельности и при освоении ППССЗ

	ОК 04
	умело и эффективно работать в коллективе, соблюдать профессиональную этику
	знание математических понятий и определений, способов доказательства математическими методами

	ОК 05
	умение ясно, чётко, однозначно излагать математические факты, а также рассматривать профессиональные проблемы, используя математический аппарат
	знание математических методов при решении задач, связанных с будущей профессиональной деятельностью и иных прикладных задач

	ОК 09
	умение рационально и корректно использовать информационные ресурсы в профессиональной и учебной деятельности
	знание математического анализа информации, представленной различными способами, а также методов построения графиков различных процессов

	ОК 11
	умение обоснованно и адекватно применять методы и способы решения задач в профессиональной деятельности
	знание экономико-математических методов, взаимосвязи основ высшей математики с экономикой и спецдисциплинами





ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ

	Разделы
	Наименование тем занятий,
практической работы
	Кол-во часов
	Форма контроля

	Раздел 1. Основные понятия комплексных чисел
	Тема 1.1. Комплексные числа и действия над ними
	
	

	
	1. Решение задач с комплексными числами. Решение алгебраических уравнений.
	2
	письменная работа

	
	2. Геометрическая интерпретация комплексного числа.
	2
	письменная работа

	Раздел 2. Элементы линейной алгебры
	Тема 2.1. Матрицы и определители
	
	

	
	3. Действия над матрицами.
	2
	письменная работа

	
	4. Определители второго и третьего порядков.
	2
	письменная работа

	
	Тема 2.2. Методы решения систем линейных уравнений
	
	

	
	5. Решение систем линейных уравнений методом Крамера
	2
	письменная работа

	
	6. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса (метод исключения неизвестных)
	2
	письменная работа

	
	7. Метод обратной матрицы. Решение матричных уравнений
	2
	письменная работа

	
	Тема 2.3. Моделирование и решение задач линейного программирования
	
	

	
	8. Графический метод решения задачи линейного программирования
	2
	письменная работа

	Раздел 3. Введение в анализ
	Тема 3.2. Пределы и непрерывность
	
	

	
	9. Раскрытие неопределённости вида 0/0 и ∞/∞. Замечательные пределы. 
	2
	письменная работа

	Раздел 4. Дифферен-циальные исчисления
	Тема 4.1. Производная и дифференциал
	
	

	
	10. Экстремум функции нескольких переменных
	2
	письменная работа

	Раздел 5. Интегральное исчисление и дифференциальные уравнения
	Тема 5.1. Неопределённый интеграл
	
	

	
	11. Нахождение неопределённого интеграла с помощью таблиц и используя его свойства
	2
	письменная работа

	
	12. Методы замены переменной и интегрирования по частям
	2
	письменная работа

	
	13. Интегрирование простейших рациональных дробей
	2
	

	
	Тема 5.2. Определённый интеграл
	
	

	
	14. Правила замены переменной и интегрирования по частям
	2
	письменная работа

	
	Тема 5.3. Несобственный интеграл
	
	

	
	15. Вычисление несобственных интегралов. Исследование сходимости (расходимости) интегралов. Приложения интегрального исчисления
	2
	письменная работа

	
	Тема 5.4. Дифференциальные уравнения
	
	

	
	16. Дифференциальные уравнения первого порядка и первой степени
	2
	письменная работа

	
	17. Уравнения с разделяющимися переменными
	2
	письменная работа

	
	18. Однородное дифференциальное уравнение
	2
	письменная работа

	Итого:
	36
	



ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ

Ознакомление с заданием и предварительная подготовка к работе.
Практические занятия проводят согласно учебному плану под руководством преподавателя.
1. Предварительная подготовка к выполнению практической работы состоит в следующем:
Преподаватель заранее объявляет о предстоящий практической работе, информирует о содержании и целях работы, порядке ее подготовки и выполнения.
Преподаватель предлагает обучающимся самостоятельное (внеаудиторное)выполнение задания по подготовке к практической работе.
Обучающиеся повторяют теоретический материал к заданной теме, изучают главы параграфов, указанных преподавателем, конспекты.
2. Подготовка и проведение практического занятия.
Преподаватель подробно инструктирует обучающихся о ходе предстоящей работы: называет тему, цели, требования к выполнению работы, особенности заданий, объяснение методов (способов, приемов) их выполнения, критерии оценки.
Преподаватель выдает бланки заданий обучающимся, обучающиеся приступают к выполнению работы: читают задание, задают вопросы, в тетрадь записывают решения, производят расчеты, оформляют ответы и т. д.
В течение практического занятия преподаватель контролирует правильность выполнения заданий, сопровождает дополнительными разъяснениями по ходу работы (при необходимости).
В конце практического занятия проводиться подведение итогов, выставляются оценки результатов работы отдельных студентов, ответы на вопросы студентов, выдача рекомендаций по устранению пробелов в системе знаний и умений студентов, по улучшению результатов работы, задание на дом для закрепления пройденного материала и по подготовке к следующему практическому занятию.
3. Требования к выполнению заданий.
Задания необходимо выполнять с максимальной точностью.
Обучающийся должен стремится к аккуратности, полноте записей. В зависимости от задания, решения должны содержать: расчеты, формулы, заполненные таблицы, графики пр.

КОНТРОЛЬ ВЫПОЛНЕНИЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ

Критерии оценки
Отметка «5» ставится, если: работа выполнена верно и полностью; в логических рассуждениях и обосновании решения нет пробелов и ошибок; в решении нет математических ошибок (возможна одна неточность, описка, не являющаяся следствием незнания или непонимания учебного материала).
Отметка «4» ставится, если: работа выполнена полностью, но обоснования шагов решения недостаточны (если умение обосновывать рассуждения не являлось специальным объектом проверки); допущена одна ошибка или два-три недочета в выкладках, рисунках, чертежах или графиках (если эти виды работы не являлись специальным объектом проверки); выполнено без недочетов не менее 3/4 заданий.
Отметка «3» ставится, если: допущены более одной ошибки или более трех недочетов в выкладках, чертежах или графиках, но обучающийся владеет обязательными умениями по проверяемой теме; без недочетов выполнено не менее половины работы.
Отметка «2» ставится, если: допущены существенные ошибки, показавшие, что учащийся не владеет обязательными умениями по данной теме в полной мере.
К категории существенных ошибок следует отнести ошибки, которые обнаруживают незнание обучающимися формул, правил, основных свойств, теорем и неумение их применять; незнание приемов решения задач, рассматриваемых в учебниках, а также вычислительные ошибки, если они не являются опиской. 
К категории несущественных ошибок следует отнести погрешности, связанные с небрежным выполнением записей, рисунков, графиков, чертежей, а также погрешности и недочеты, которые не приводят к искажению смысла задания и его выполнения. 
К недочетам относятся нерациональное решение, описки, недостаточность или отсутствие пояснений, обоснований в решениях.
При наличии существенной ошибки задание считается невыполненным.

Раздел 1. Основные понятия комплексных чисел
Тема 1.1. Комплексные числа и действия над ними
Практическое занятие № 1. Решение задач с комплексными числами. Решение алгебраических уравнений.
Цель: научиться выполнять действия над комплексными числами.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Число вида z = а +bi, где а и b - любые действительные числа, а i - мнимая единица, определяемая равенством i2 = - 1, называется комплексным числом.
Числа а и bi называются соответственно действительной и мнимой частями комплексного числа z.
Запись комплексного числа в виде z = а + bi называется алгебраической формой комплексного числа.
Два комплексных числа z1=a1 + b1i и z2=a2 + b2i считаются равными, если соответственно равны их действительные и мнимые части: a1= a2,. b1= b2.
Два комплексных числа z = a + bi  и  = a - bi , отличающиеся только знаком мнимой части, называются сопряжёнными. Сопряженное число  обозначается .
Действия над комплексными числами в алгебраической форме
Пусть даны два комплексных числа   z1 = a1 + b1i   и  z2 = a2 + b2i.
Сложение, вычитание, умножение комплексных чисел в алгебраической форме производят по правилам соответствующих действий над многочленами:
1. z1  z2  (a1  b1i)  (a2  b2i)  (a1  a2 )  (b1  b2 )i .
2. z1  z2  (a1  b1i)  (a2  b2i)  (a1  a2)  (b1  b2)i
3. z1  z2  (a1  b1i) (a2  b2i)  (a1  a2  b1 b2)  (a1b2  a2b1)i .
4. 
Вопросы для закрепления теоретического материала
1.Дайте определение комплексного числа.
2.Дайте определение мнимой единицы.
3.Назовите натуральные числа.
4.Назовите рациональные числа.
5.Назовите степени мнимой единицы.
6.Какие комплексные числа называются равными?
7.Какие комплексные числа называются сопряженными?
8.Какие комплексные числа называются противоположными?
9.Как выполнить действие над комплексными числами  в алгебраической форме?
10.Чему равны корни квадратного уравнения с отрицательным дискриминантом?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Даны числа 
Найти:  a)  б) ;  в)   г)  д);  e) z12;  ж) z13 – 4z2
Задание № 2. Решите уравнения:  
а) ;		б) 2х2 + 2 = 0;
в) z2 – iz – 1 + i = 0;			г) z4 = –16i.
Задание № 3. Составьте квадратное уравнение по корням:  ,  .
Типовые задания
Пример.
а)
[image: ]
б) 
[image: ]
в) 
[image: ]
г) 
[image: ]

Тема 1.1. Комплексные числа и действия над ними
Практическое занятие № 2. Геометрическая интерпретация комплексного числа.
Цель: научиться находить модуль и аргумент комплексного числа, переводить комплексное число из алгебраической формы записи в тригонометрическую.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Комплексное число z = а +bi  может быть изображено в декартовой координатной плоскости XOY либо точкой с абсциссой а= х и ординатой b= у, либо радиус-вектором этой точки: Y
[image: https://mega-talant.com/uploads/files/300138/81801/86876_html/images/81801001.jpg] 
Длина этого вектора называется модулем комплексного числа z и обозначается 
[image: https://mega-talant.com/uploads/files/300138/81801/86876_html/images/81801002.png] 
Угол , образованный вектором OM с положительным направлением оси Ox , называется аргументом комплексного числа и обозначается  Arg z
Всякое комплексное число z = а +bi может быть представлено в тригонометрической форме:   z  r(cos i sin)
Алгоритм перехода от алгебраической формы комплексного числа к тригонометрической
1) найти модуль комплексного числа
2) найти главное значение аргумента комплексного числа по формуле: tg φ = b/a
3) представить комплексное число в тригонометрической формt, используя формулы  z = r·(cos φ+ isin φ).

Вопросы для закрепления теоретического материала
1.Как изображаются комплексные числа геометрически?
2.Как найти модуль и аргумент комплексного числа?
3.Перечислите формы записи комплексных чисел.
13.Как выполнить действие над комплексными числами  в алгебраической форме?        
14.Чему равны корни квадратного уравнения с отрицательным дискриминантом?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Даны числаz1 = −3−3i,  z2 = −7−7i,  z3 = 0,2−0,2
а)постройте их на плоскости;
б) запишите данные числа в  тригонометрической форме.
Задание № 2. Изобразите вектором на комплексной плоскости точки
z1 = 2+3i, z2 = 4i, z3 = –5+2i, z4 = 2–5i
Задание № 3. Найти модули комплексных чисел z1 = 5−3i,z2 = 5−3i.
Задание № 4. Найти аргумент комплексного числа z = −3−3i.
Типовые задания
Пример 1. Представить в тригонометрической форме комплексное число z = 3 + i.
Решение. Находим модуль комплексного числа: |z| = r =  = 2.
Находим главное значение аргумента комплексного числа z: т.к. вектор, изображающий число z лежит в I четверти и[image: https://mega-talant.com/uploads/files/300138/81801/86876_html/images/81801008.png].
Находим тригонометрическую форму: z = 2(cos+i·sin).
Пример 2.  Построим на комплексной плоскости следующие комплексные числа:
[image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_6.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_7.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_8.png]
[image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_9.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_10.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_11.png]
[image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_12.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_13.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_14.png], [image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_15.png]
[image: https://fhd.videouroki.net/a/0/a/a0aff15031903fd8aeefb63d26a2fc4085a64dfc/praktichieskoie-zaniatiie-po-tiemie-komplieksnyie-chisla_16.png]
Пример 3.  Найти аргумент комплексного числа.
Решение:
[image: ]

Раздел 2. Элементы линейной алгебры
Тема 2.1. Матрицы и определители
Практическое занятие № 3. Действия над матрицами.
Цель: формировать навыки выполнения операций над матрицами: сложение, вычитание, умножение матрицы на число, произведение матриц.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Равенство матриц. Две матрицы A и B называются равными, если они имеют одинаковое число строк и столбцов и их соответствующие элементы равны aij = bij. Так если [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image020.gif] и [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image022.gif], то A=B, если a11 = b11, a12 = b12, a21 = b21 и a22 = b22.
Транспонирование. Рассмотрим произвольную матрицу A из m строк и n столбцов. Ей можно сопоставить такую матрицу B из n строк и m столбцов, у которой каждая строка является столбцом матрицы A с тем же номером (следовательно, каждый столбец является строкой матрицы A с тем же номером). 
Итак, если [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image024.gif], то [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image026.gif].
Эту матрицу B называют транспонированной матрицей A, а переход от A к B транспонированием.
Таким образом, транспонирование – это перемена ролями строк и столбцов матрицы. Матрицу, транспонированную к матрице A, обычно обозначают AT.
Сложение матриц.
[image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image034.gif]
Умножение матрицы на число.
[image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image044.gif].
Для любых чисел a и b и матриц A и B выполняются равенства:
1. [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image048.gif]
2. [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image050.gif]
3. [image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image052.gif].
Умножение матриц. Перемножать можно только те матрицы, у которых число столбцов первой матрицы совпадает с числом строк второй матрицы (т.е. длина строки первой равна высоте столбца второй).Произведением матрицы A не матрицу B называется новая матрица C=AB, элементы которой составляются следующим образом:
[image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image064.gif].
Из этого правила следует, что всегда можно перемножать две квадратные матрицы одного порядка, в результате получим квадратную матрицу того же порядка. В частности, квадратную матрицу всегда можно умножить саму на себя, т.е. возвести в квадрат.
[image: https://www.toehelp.ru/theory/math_new/lecture12/l12image066.gif].
Вопросы для закрепления теоретического материала
1.Дать определение матрицы.

2. Что означает символ ?
3. Какая матрица называется транспонированной по отношению к матрице А?
4. Какую матрицу называют квадратной порядка n?
Задания для практического занятия
Задание № 1.Выполнить действия:
[image: ]
[image: ]
Задание № 2.Найти матрицу  С = А·ВТ + 2А, если
,  
Задание № 3. Найти А·(В·С) и (А·В)·С, если
[image: ]
Типовые задания
Пример 1. Найти А + В, если
[image: ]
Решение. Так как матрицы имеют одинаковый размер, то их можно складывать. При сложении матриц надо сложить элементы, стоящие на одинаковых местах, т. е.
[image: ]
Пример 2. Найти матрицу  С = А·ВТ – 3В, если
[image: ]
Решение. Выполним действия
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Практическое занятие № 4. Определители второго и третьего порядков.
Цель: формировать умения находить определители матриц.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Определителем второго порядка называют число  [image: http://testent.ru/matematika/vishmat/lekcia1/53.png]
Определителем третьего порядка называют число [image: http://testent.ru/matematika/vishmat/lekcia1/55.png]
Правило треугольников:   [image: ]
Правило Саррюса:  [image: http://www.grandars.ru/images/1/review/id/32/e61e5136e4.jpg]
Свойства определителей
Свойство 1.Определитель не изменится, если все строки заменить соответствующими столбцами и наоборот.
[image: http://www.grandars.ru/images/1/review/id/32/9c39eec0a8.jpg]
Свойство 2.При перестановке двух каких-либо строк или столбцов местами определитель изменяет знак.
[image: http://www.grandars.ru/images/1/review/id/32/fa9ea5b4e7.jpg]
Свойство 3.Определитель равен нулю, если он имеет две равные строки (столбца).
Свойство 4.Множитель, общий для всех элементов строки или столбца, можно выносить за знак определителя.
[image: http://www.grandars.ru/images/1/review/id/32/05edb06b53.jpg]
Свойство 5.Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, то определитель не изменится.
Следствие из свойств 4 и 5: Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, умноженные на некоторое число, то определитель не изменится.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дать определение определителя 2-го порядка, 3-го порядка.
2. Чему равен определитель транспонированной матрицы?
3. Как изменится величина определителя, если в матрице поменять местами 2 строки (столбца)?
4. Можно ли вынести за знак определителя общий множитель строки или столбца?
5.Чему равен определитель, если все элементы некоторой строки (столбца) равны 0?
6.Чему равен определитель, если он имеет две одинаковых строки (столбца)?
7. Сформулируйте правило вычисления определителя 2-го порядка.
8. Сформулируйте правило вычисления определителя 3-го порядка.

Задания для практического занятия
Задание № 1.Вычислить определители:
[image: ]
11.  .
Типовые задания

Пример1. Вычислить определитель
Решение. Δ= (– 4 + 6 – 6) – (– 9 – 1 + 16) = – 10.
Ответ: –10.

Тема 2.2. Методы решения систем линейных уравнений
Практическое занятие № 5. Решение систем линейных уравнений методом Крамера.
Цель: расширить представление о методах решения СЛУ, отработать алгоритм решения СЛАУ методом Крамера.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Правило Крамера.
Рассмотрим систему уравнений [image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image002.gif]
На первом шаге вычислим определитель[image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image004.gif], его называют главным определителем системы.
Если Δ=0, то система имеет бесконечно много решений или несовместна (не имеет решений). В этом случае правило Крамера не поможет, нужно использовать метод Гаусса.
Если Δ≠0, то система имеет единственное решение, и для нахождения корней мы должны вычислить еще два определителя:[image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image010.gif]и[image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image012.gif]
На практике вышеуказанные определители также могут обозначаться латинской буквой D.
Корни уравнения находим по формулам:
[image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image016.gif], [image: http://mathprofi.ru/f/pravilo_kramera_matrichnyi_metod_clip_image018.gif]
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
2. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 
3. Какая матрица называется невырожденной? 
4.Какие преобразования матрицы называют элементарными? 
5. Какая матрица называется основной матрицей системы, расширенной?
6. Расскажите о решении СЛАУ методом Крамера. 
Задания для практического занятия
Задание № 1. Записать основную и расширенную матрицы системы 

Задание № 2. Решить системы уравнений по формулам Крамера:
[image: ]
в) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image108.gif]		г) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image110.gif]	д) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image130.gif]
е) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image136.gif]		ж)[image: https://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image069.gif]	з) [image: https://function-x.ru/chapter3/sys94.gif]
Задание № 3. В четырех пунктах находится товар. Система линейных уравнений
[image: ]
описывает план перевозок товара из этих пунктов (xj – стоимость перевозки тонны товара изj-го пункта). Решить эту систему методом Крамера.
Типовые задания
Пример 1.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Итак, х1= 1, х2= 3, х3= 5 единственное решение системы.


Практическое занятие № 6. Решение системы линейных алгебраических уравнений методом Гаусса (методом исключения неизвестных).
Цель: отработать алгоритм решения СЛАУ методом Гаусса.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
2. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 
3. Какая матрица называется невырожденной? 
4. Какие преобразования матрицы называют элементарными? 
5. Какая матрица называется основной матрицей системы, расширенной?
6. Расскажите о решении СЛАУ методом Гаусса. 
Задания для практического занятия
Задание № 1. Записать систему в матричной форме и выписать все матрицы, которые ей соответствуют.
[image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_949.png]
Задание № 2. Привести с помощью элементарных преобразований расширенную матрицу системы к ступенчатому виду
а) 		б) 
Задание № 3. Доказать, что система уравнений несовместна

Задание № 4. Решить системы уравнений методом Гаусса:
а) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image108.gif]		б) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image110.gif]	в) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image130.gif]
г) [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image136.gif]		д)[image: https://function-x.ru/chapter3/systems_clip_image069.gif]	е) [image: https://function-x.ru/chapter3/sys94.gif]
Задание № 5.Пусть aij - количество продукции j, произведенной предприятием i, а bi - стоимость всей продукции предприятия i исследуемой отрасли. Значения aij и bi заданы матрицами A и В соответственно. Требуется определить цену единицы продукции каждого вида, производимой предприятиями отрасли. В ходе выполнения задания необходимо составить систему уравнений, соответствующую условиям, и решить ее методом Гаусса.
А=,  В=
Типовые задания
Пример 1. Систему [image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_943.png] записать в матричной форме и выписать все матрицы, которые ей соответствуют.
Решение. Заданную СЛАУ записываем в матричной форме [image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_939.png] , где матрица системы:
[image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_944.png]
вектор-столбец неизвестных:
[image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_945.png]
вектор-столбец свободных коэффициентов:
[image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_946.png]
то есть, запись СЛАУ в матричной форме:
[image: https://www.webmath.ru/poleznoe/images/slau/formules_947.png]
Пример 2. Доказать, что система уравнений несовместна

Решение. Из первых двух уравнений этой системы находим, что x = 5, y = 1. При подстановке найденных значений в третье уравнение получаем неверное равенство 
52 + 12 = 25 + 1 = 26, 26 = 10. Следовательно исходная система несовместна.
Пример 3. Решить методом Гаусса систему уравнений:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image056.gif]
Решение. Запишем расширенную матрицу системы:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image058.gif]
С помощью элементарных преобразований нужно привести матрицу к ступенчатому виду. Сначала смотрим на левое верхнее число:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image062.jpg]
Почти всегда здесь должна находиться единица. Как организовать единицу? Смотрим на первый столбец – готовая единица у нас есть! Преобразование первое: меняем местами первую и третью строки:[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image064.gif]
Теперь первая строка у нас останется неизменной до конца решения.
Единица в левом верхнем углу организована. Теперь нужно получить нули вот на этих местах:[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image066.jpg]
Нули получаем как раз с помощью «трудного» преобразования. Сначала разбираемся со второй строкой (2, –1, 3, 13). Что нужно сделать, чтобы на первой позиции получить ноль? Нужно ко второй строке прибавить первую строку, умноженную на –2. Мысленно или на черновике умножаем первую строку на –2: (–2, –4, 2, –18). И последовательно проводим (опять же мысленно или на черновике) сложение, ко второй строке прибавляем первую строку, уже умноженную на –2:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image068.gif].  Результат записываем во вторую строку:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image070.gif]
Аналогично разбираемся с третьей строкой (3, 2, –5, –1). Чтобы получить на первой позиции ноль, нужно к третьей строке прибавить первую строку, умноженную на –3. Мысленно или на черновике умножаем первую строку на –3: (–3, –6, 3, –27). И к третьей строке прибавляем первую строку, умноженную на –3:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image072.gif].  Результат записываем в третью строку:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image074.gif]
На практике эти действия обычно выполняются устно и записываются в один шаг:[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image076.gif]
Не нужно считать всё сразу и одновременно. Порядок вычислений и «вписывания» результатов последователен:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image078.gif]
Далее нужно получить единицу на следующей «ступеньке»:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image080.jpg]
В данном примере это сделать легко, вторую строку делим на –5 (поскольку там все числа делятся на 5 без остатка). Заодно делим третью строку на –2, ведь чем меньше числа, тем проще решение:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image082.gif]
На заключительном этапе элементарных преобразований нужно получить еще один ноль здесь:[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image084.jpg]
Для этого к третьей строке прибавляем вторую строку, умноженную на –2:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image086.gif]
Попробуйте разобрать это действие самостоятельно – мысленно умножьте вторую строку на –2 и проведите сложение.
Последнее выполненное действие – делим третью строку на 3.
В результате элементарных преобразований получена эквивалентная исходной система линейных уравнений:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image088.gif]
Теперь в действие вступает обратный ход метода Гаусса. Уравнения «раскручиваются» снизу вверх.
В третьем уравнении у нас уже готовый результат: [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image090.gif]
Смотрим на второе уравнение: [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image092.gif]. Значение «зет» уже известно, таким образом:y – 4 = 1,  y = 5.
И, наконец, первое уравнение:x + 2y – z= 9. «Игрек» и «зет» известны:
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image100.gif]
[image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image102.gif],  [image: http://mathprofi.ru/g/metod_gaussa_dlya_chainikov_clip_image104.gif]
Ответ:x= 3, y = 5, z =4.
Практическое занятие № 7. Метод обратной матрицы. Решение матричных уравнений.
Цель: формирование умений вычислять обратные матрицы, методом обратных матриц решать СЛАУ и решать матричные уравнения.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Метод основан на применении свойств умножения матриц.
Пусть дана система уравнений:  





Составим матрицы:   A= ;             B = ;           X = .
Систему уравнений можно записать:AX = B.
Сделаем следующее преобразование:A–1AX = A–1B, 
т.к.   А–1А = Е, то  ЕХ = А–1В
Х = А–1В
Для применения данного метода необходимо находить обратную матрицу, что может быть связано с вычислительными трудностями при решении систем высокого порядка.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
2. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 
3. Какая матрица называется невырожденной? 
4. Какая матрица называется обратной к матрице А? 
5. Сформулируйте необходимое и достаточное условие существования обратной матрицы. 
6. Какие преобразования матрицы называют элементарными? 
7. Какая матрица называется основной матрицей системы, расширенной?
8. Расскажите о решении СЛАУ методом обратных матриц. 
Задания для практического занятия
Задание № 1. Решить системы уравнений методом обратных матриц: 
а) 		б) 
Задание № 2. Привести с помощью элементарных преобразований расширенную матрицу системы к ступенчатому виду
а) 		б) 
Задание № 3. Решить уравнение:
а)[image: hello_html_7876b3b0.gif]		б)[image: hello_html_m2382249e.gif]
Задание № 4. Решить матричное уравнение:
а) [image: hello_html_m28e6e65d.gif]		б) [image: hello_html_235cf9ec.gif]
Задание № 5. Найти Х:
а) [image: hello_html_379b25fc.gif]	б) [image: hello_html_m7352ad21.gif]
Типовые задания
Пример 1. Решить систему уравнений:





Решение.  Х = , B = , A = 
Найдем обратную матрицу А-1.

 = det A = 5(4-9) + 1(2 – 12) – 1(3 – 8) = -25 – 10 +5 = -30.



M11 =  = -5;                  M21 =  = 1;                   M31 =    = -1;



M12 =                M22 =                     M32 = 



M13 = M23 = M33 = 


A-1= ;
Cделаем проверку:

AA-1 = =E.
Находим матрицу Х.




Х = = А-1В = = .
[bookmark: пр13]Итого решения системы:  x =1; y = 2; z = 3.
Пример 2. Решить матричное уравнение: [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image012.gif]
В правой части умножаем каждый элемент матрицы на три, а матрицу левой части переносим направо со сменой знака:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image014.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image016.gif]
Выразим [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image010_0000.gif], для этого обе части уравнения умножим на [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image019.gif]:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image021.gif]
Все числа матрицы делятся на 2, поэтому уместно избавиться от дроби. А заодно и от «минуса». Делим каждый элемент матрицы на –2:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image023.gif]
Ответ: [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image023_0000.gif]
Пример 3.Решить матричное уравнение [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image069.gif]
Решение. Для разрешения уравнения относительно Х умножим обе его части на А–1слева:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image075.gif]
Из условия известны матрицы [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image080.gif], однако, обратной матрицы А–1мы не знаем. Обратную матрицу найдем по формуле:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image083.gif], где АТ – транспонированная матрица алгебраических дополнений соответствующих элементов матрицы А.
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image089.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image091.gif] – матрица миноров соответствующих элементов матрицы [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image087_0000.gif].
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image093.gif] – матрица алгебраических дополнений.
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image095.gif] – транспонированная матрица алгебраических дополнений.
Таким образом, обратная матрица:[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image097.gif]
На финише проводим матричное умножение и получаем решение:
[image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image099.gif]
Ответ: [image: http://www.mathprofi.ru/i/matrichnye_uravneniya_primery_reshenij_clip_image101.gif]

Тема 2.3. Моделирование и решение задач линейного программирования
Практическое занятие № 8. Графический метод решения задач линейного программирования
Цель: научиться решать задачи линейного программирования графическим методом.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Математическое выражение целевой функции и ее ограничений называется математической моделью экономической задачи.
Алгоритм решения задач ЛП графическим методом:
-Составить математическую модель задачи 
-Найти область допустимых решений системы ограничений задачи. 
-Построить вектор С. 
-Провести линию уровня L0, которая перпендикулярна С. 5. 
-Линию уровня перемещаем по направлению вектора С для задач на максимум и в направлении противоположном С, для задач на минимум.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что называется задачей линейного программирования?
2. Каков алгоритм решения задач линейного программирования графическим методом?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Фирма выпускает платья двух моделей А и В. При этом используется ткань трех видов. На изготовление одного платья модели А требуется 2 м ткани первого вида, 1 м ткани второго вида, 2 м ткани третьего вида. На изготовление одного платья модели В требуется 3 м ткани первого вида, 1 м ткани второго вида, 2 м ткани третьего вида. Запасы ткани первого вида составляют 21 м, второго вида - 10 м, третьего вида - 16 м. Выпуск одного изделия типа А приносит доход 400 д.ед., одного изделия типа В - 300 д.ед. Составьте план производства, обеспечивающий фирме наибольший доход.
Задание № 2. Некоторая фирма выпускает 2 набора удобрений для газонов: смесь А и смесь В. В таблице приведено содержание в смесях азотных, фосфорных и калийных удобрений. Пакет А стоит 8 у.е, смеси В – 6 у.е. Для некоторого газона требуется не менее 7,38 кг азотных, не менее 4,1 кг фосфорных и не менее 3,28 кг калийных удобрений. Определите сколько пакетов каждого вида следует купить, чтобы обеспечить эффективное питание почвы и минимизировать стоимость покупки. 
	Смеси
	Содержание удобрений (кг)

	
	азотных
	фосфорных
	калийных

	А
	1,64
	0,82
	0,41

	В
	1,23
	0,82
	1,64


Задание № 3. Решить задачу максимизации целевой функции
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Типовые задания
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Раздел 3. Введение в анализ
Тема 3.2. Пределы и непрерывность
Практическое занятие № 9. Раскрытие неопределённости вида 0/0 и ∞/∞. Замечательные пределы
Цель: формировать умения вычислять пределы функций в точке и на бесконечности, раскрывать неопределенности.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Если в числителе и знаменателе находятся многочлены, и имеется неопределенности вида [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image156_0000.gif], то для ее раскрытия нужно разложить числитель и знаменатель на множители.
Первый замечательный предел:  [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image006.gif]
Второй замечательный предел:  [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image118.gif]
Правило Лопиталя: предел отношения двух функций, равен пределу отношения производных этих функций при "x" стремящемся к "x0 (икс нулевое)", при неопределённости вида: "ноль делённый на ноль" и "бесконечность делённая на бесконечность".
[image: Да-да, придётся вспомнить производные.]
	Неопределенность
	Метод раскрытия неопределенности

	1. Деление0 на 0
	Преобразование и последующее упрощение выражения. Если выражение имеет вид sin(kx) / kx или kx / sin(kx),то нужно использовать первый замечательный предел. Если такое решение не подходит, пользуемся правилом Лопиталя или таблицей эквивалентных бесконечно малых выражений

	2. Деление бесконечности на бесконечность
	Преобразование и упрощение выражения либо использование правила Лопиталя


Для раскрытия неопределённостей вида[image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-W40kGZ.png]часто применяют принцип замены бесконечно малых эквивалентными и свойства эквивалентных бесконечно малых функций.
Таблица эквивалентных бесконечно малых
	1. sin х ~ х, (х → 0);
	6. ех – 1 ~ х, (х → 0);

	2. tg х ~ х, (х → 0);
	7. ах – 1 ~ х ln а, (х → 0);

	3. arcsin х ~ х, (х → 0);
	8. ln(1 + х) ~ х, (х → 0);

	4. arctg х ~ х, (х → 0);
	9. loga (1 + х) ~ х loga е, (х → 0);

	5. [image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-aLbT2g.png], (х → 0);
	10. (1 + х)k – 1 ~ kx, k > 0, (х → 0);
в частности, [image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-j6XsDX.png].


Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что называют пределом функции в точке?
2. Сколько пределов может иметь функция в точке?
3. Сформулируйте теорему о пределе суммы (разности) функций в точке.
4. Сформулируйте теорему о пределе произведения функций в точке.
5. Сформулируйте теорему о пределе частного функций в точке.
6. Какая функция называется бесконечно малой?
7. Какая функция называется бесконечно большой?
8. Чему равно число е?
9. Назовите «замечательные» пределы.
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти пределы:  
а) [image: http://www.mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image247.gif]		б) [image: http://www.mathprofi.ru/i/metody_resheniya_predelov_neopredelennosti_clip_image260.gif]		в) [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image065.gif]
г) [image: формула]			д)[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image212.gif]		е) [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image081.gif]
ж) [image: формула]			з)[image: hello_html_m6e56558b.gif]			и)[image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image095.gif]
к) [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image150.gif]			л) [image: hello_html_61345183.gif]			м) [image: hello_html_m16551f97.gif]
н) [image: hello_html_6974ff10.gif]			о) [image: hello_html_15845513.gif]			п) [image: hello_html_1cf86847.gif]
Типовые задания
Пример 1. Вычислить предел [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image100.gif]
Подставим бесконечность в функцию. Что у нас получается вверху? Бесконечность. А что получается внизу? Тоже бесконечность. Таким образом, у нас есть так называемая неопределенность вида [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098_0000.gif]. 
Сначала мы смотрим на числитель и находим х в старшей степени:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image105.jpg]Старшая степень в числителе равна двум.
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image107.jpg]Старшая степень знаменателя равна двум.
Затем мы выбираем самую старшую степень числителя и знаменателя: в данном примере они совпадают и равны двойке.
Итак, метод решения следующий: для того, чтобы раскрыть неопределенность [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image098_0001.gif]необходимо разделить числитель и знаменатель на х в старшей степени.
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image109.gif]Разделим числитель и знаменатель на х2
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image113.gif]
Пример 2. Решить предел [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image152.gif]
Решение.[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image158.gif]
Разложим числитель и знаменатель на множители
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image160_0000.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image162_0000.gif],   [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image164_0000.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image166_0000.gif],   [image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image168_0000.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image183.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image185.gif]
Пример 3. Найти предел[image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image042.gif]
Решение. [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image057.jpg]
Пример 4.Найти предел   [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image122.gif]
Решение. [image: http://www.mathprofi.ru/f/zamechatelnye_predely_clip_image148.jpg]
Пример 5.Найти [image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-QTSHL0.png].
Решение. Так как tg 2х ~ 2х, sin 3х ~ 3х при х → 0,то[image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-dPkE0O.png].
Пример 6.Найти [image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-8kfOBj.png].
Решение. Обозначим [image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-QVLe7b.png], из х → ∞ следует t → 0. Поэтому
[image: https://studfile.net/html/2706/192/html_RAF5Cl5Xs2.kXln/img-yFZuFL.png].

Раздел 4. Дифференциальные исчисления
Тема 4.1. Производная и дифференциал
Практическое занятие № 10. Экстремум функции нескольких переменных
Цель: отработать навыки вычисления производных и дифференциалов функции.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Правила дифференцирования
Если у функций u(x) и v(x) существуют производные, то
1. (u ±v)ʹ =uʹ ±vʹ
2. (cu)ʹ = cuʹ, гдеc = const
3. (uv)ʹ = uʹv +uvʹ 
4. 
Пусть функция z=f(x,y) дифференцируема,[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-e6AYw1.png]и[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-Sjlrlt.png]–ее частные производные (функции от х и у). Производная от частных производных функцииz(если они существуют) – вторые производные функции z. Таким образом:
[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-jprxxz.png];
[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-LKks0g.png];
[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-4gRKFh.png]– смешанная производная,
[image: https://studfile.net/html/2706/381/html_fpUhBfkUpg.iOiF/img-faJMnL.png](или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image126.gif]) – ее дифференциал первого порядка.
Обозначения:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image063.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image065.gif] – вторая производная по «икс»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image067.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image069.gif] – вторая производная по «игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image071.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image073.gif] – смешанная производная «икс по игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image075.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image077.gif] – смешанная производная «игрек по икс»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image400.gif] – полный дифференциал второго порядка
Пусть функция z = f(x,y)определена в некоторой окрестности точки (x0,y0). Говорят, что(x0,y0) – точка (локального) максимума, если для всех точек (x,y)некоторой окрестности точки (x0,y0)выполнено неравенство f(x,y) < f(x0,y0). Если же для всех точек этой окрестности выполнено условие f(x,y) > f(x0,y0), то точку (x0,y0) называют точкой (локального) минимума.
Точки максимума и минимума часто называют общим термином – точки экстремума.
[image: ]Если (x0,y0) – точка максимума, то значение функции f(x0,y0)в этой точке называют максимумом функции z=f(x,y). Соответственно, значение функции в точке минимума именуют минимумом функции z=f(x,y). Минимумы и максимумы функции объединяют общим термином – экстремумы функции («высоты»).
Простейший пример минимума – это вершина эллиптического параболоида, чаша которого направлена вверх:











Алгоритм исследования функции z = f(x,y)на экстремум
1. [bookmark: s1]Найти частные производные    . Составить и решить систему уравнений  Точки, координаты которых удовлетворяют указанной системе, называют стационарными.
2. [bookmark: s2]Найти , , и вычислить значение Δ=в каждой стационарной точке. После этого использовать следующую схему:
1. [bookmark: s21]Если Δ>0 и >0(или>0), то в исследуемая точка есть точкой минимума.
2. [bookmark: s22]Если Δ>0 и <0 (или<0), то в исследуемая точка есть точкой максимума.
3. [bookmark: s23]Если Δ<0, то в рассматриваемой стационарной точке экстремума нет.
4. [bookmark: s24]Если Δ=0, то ничего определённого про наличие экстремума сказать нельзя; требуется дополнительное исследование.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Перечислите основные правила дифференцирования функции?
2. Как найти производную сложной функции, производные высших порядков?
3. Что называется дифференциалом функции, чему он равен, как обозначается?
4. Дайте определение функции двух (трех) переменных. 
5. Что называют аргументами ФНП? 
6. Что называют областью определения и областью значений ФНП? 
7. Что называют частными производными ФНП? 
8. Сформулируйте необходимое, достаточное условия дифференцируемости ФНП. 
9. Что называют частным, полным дифференциалами функции f(x, y)?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти частные производные функций:
[image: ]
Задание № 2. Исследовать функции на экстремум:
а) [image: ]		б)[image: ]		в)[image: http://www.mathprofi.ru/b/extremumy_funkcij_dvuh_i_treh_peremennyh_clip_image060.gif]
Типовые задания
Пример 1. Найти частные производные функции
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image008.gif]  (или  [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image010.gif])
Решение. [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image024.gif] – частная производная по «икс»,  [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image026.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image028.gif] – по «игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image031.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image051.gif]
Пример 2. Исследовать на экстремум функцию z = 4x2 − 6xy − 34x + 5y2 + 42y + 7.
Решение. Найдём частные производные первого порядка:
[image: ]
Составим систему уравнений [image: ][image: ]
Сократим каждое уравнение этой системы на 2и перенесём числа в правые части уравнений:[image: ]
Полученную систему линейных алгебраических уравнений решим методом Крамера.
[image: ]
Значения x=2, y=−3 – это координаты стационарной точки (2;−3). Теперь приступим ко второму шагу алгоритма. Найдём частные производные второго порядка:
[image: ]
Т.к. Δ>0 и >0, то согласно алгоритму точка (2;−3) есть точкой минимума функции z. Минимум функции z найдём, подставив в заданную функцию координаты точки (2;−3):
[image: ]
Ответ: (2;−3) – точка минимума; zmin= −90.
Пример 3. Исследовать на экстремум функцию z = x3+3xy2−15x−12y+1.
Решение. [image: ]
Составим систему уравнений [image: ]
Сократим первое уравнение на 3, а второе – на 6
[image: ]
Если x=0, то второе уравнение приведёт нас к противоречию: 0⋅y−2=0, −2=0. Отсюда вывод: x≠0. Тогда из второго уравнения имеем: xy = 2, y = . Подставляя y = 2x в первое уравнение, будем иметь:
[image: ]		[image: ]
Если t=1, то x2=1. Отсюда имеем два значения x: x1=1, x2=−1. Если t=4, то x2=4, т.е. x3=2, x4=−2. Вспоминая, что y = , получим:
[image: ]
Итак, четыре стационарные точки: M1(1;2), M2(−1;−2), M3(2;1), M4(−2;−1). На этом первый шаг алгоритма закончен.
Найдём частные производные второго порядка:[image: ]
[image: ]
Теперь будем вычислять значение Δ в каждой из найденных ранее стационарных точек.
Δ(M1)=36(12−22)= −108, Δ(M1) < 0 в точке М1 экстремума нет.
Δ(M2)=36((−1)2−(−2)2) = −108,  Δ(M2) < 0 в точке М2 экстремума нет.
Δ(M3)=36(22−12)= 108,   =6·2=12  Δ(M3) > 0 и > 0M3(2;1) – точка минимума функции z.
zmin=z(2;1)=23+3⋅2⋅12−15⋅2−12⋅1+1= −27.
Δ(M4)=36((−2)2−(−1)2) = 108,   =6·(–2)= –12  Δ(M4) > 0 и < 0M4(–2;–1) – точка максимума функции z.
zmax=z(−2;−1)=(−2)3+3⋅(−2)⋅(−1)2−15⋅(−2)−12⋅(−1)+1 = 29.
Ответ: (2;1) – точка минимума, zmin= −27;(−2;−1) – точка максимума, zmax=29.

Раздел 5. Интегральное исчисление и дифференциальные уравнения
Тема 5.1. Неопределённый интеграл
Практическое занятие № 11. Нахождение неопределённого интеграла с помощью таблиц и используя его свойства
Цель: закрепить умения интегрировать функцию, используя таблицу основных интегралов.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Совокупность F(x) + C всех первообразных функций f(x) на интервале а< х <b называют неопределенным интегралом от функции f(x) на этом интервале и пишут 
∫f(x)dx = F(x) + C. Здесь f(x)dx –подынтегральное выражение; f(x) – подынтегральная функция; x – переменная интегрирования; С –произвольная постоянная.
Таблица основных интегралов




Под непосредственным интегрированием понимают такой способ интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции и применения свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение первообразной функции. Приведите примеры.
2. В чем состоит смысл действия интегрирования?
3. Объясните, почему при интегрировании появляется произвольная постоянная.
4. Дайте определение неопределенного интеграла.
5. В чем состоит геометрический смысл неопределенного интеграла?
6. Перечислите основные свойства неопределенного интеграла.
7. Каким образом составляется таблица основных интегралов?
8. Укажите табличные интегралы, которые получены из таблицы производных действием,
обратным дифференцированию.
9. В чем состоит метод непосредственного интегрирования?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти неопределенный интеграл, пользуясь таблицей основных интегралов.

Задание № 2. Найти неопределенный интеграл, преобразуя выражения стоящие под знаком интеграла.

Задание № 3. Найти неопределенный интеграл


Типовые задания
Пример 1. Найти неопределенный интеграл, пользуясь таблицей основных интегралов
1) ∫(x +3)(x –2)dx
Решение. 
2)
Решение.
3) 
Решение.
Пример 2. Найти интеграл
1)  .
Решение. Воспользуемся определением степени с отрицательным показателем 
(а –n =1/аn, а0) и найдем неопределенный интеграл от степени
 =  =  .
2) 
Решение. Раскроем скобки по формуле (а–b)2 = a2 – 2ab + b2и неопределенный интеграл от полученной алгебраической суммы функций заменим такой же алгебраической суммой неопределенных интегралов от каждой функции:



Практическое занятие № 12. Методы замены переменной и интегрирования по частям
Цель: проверить на практике умение вычислять неопределённый интеграл методами подстановки и интегрирования по частям.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Формула замены переменной
[image: 111]
или наоборот, t = φ(x),
[image: ]
Сущность метода подстановки заключается в том, что путем введения новой переменной удается свести данный интеграл к новому интегралу, который сравнительно легко берется непосредственно.
Для интегрирования методом подстановки можно использовать следующую схему:
1. часть подынтегральной функции надо заменить новой переменной;
2. найти дифференциал от обеих частей замены;
3. все подынтегральное выражение выразить через новую переменную (после чего должен получиться табличный интеграл);
4. найти полученный табличный интеграл;
5. сделать обратную замену.
Правило. Интеграл от нечётной степени синуса или косинуса находим путём отделения одного множителя, затем, используя формулу sin2x + cos2x = 1, разбиваем на два интеграла, и далее проводим замену переменных.
Правило. Интеграл от чётной степени синуса или косинуса можно найти путём понижения степени вдвое по формуле половинных углов sin2x= (1 – cos 2x)/2,
cos2x = (1+cos 2x)/2.
Если производные функций u = u(x) и v = v (x) непрерывны, то справедлива формула  ∫udv = uv –∫vdu, называемая формулой интегрирования по частям.
В качестве u(x) обычно выбирают функцию, которая упрощается при дифференцировании.
Если в результате применения метода интегрирования по частям в правой части получается интеграл сложнее исходного, необходимо заново применить этот метод, разбив подынтегральное выражение на другие два множителя u и dv, из которых первый дифференцируется, а второй интегрируется при переходе к интегралу в правой части.
Некоторые стандартные случаи функций, интегрируемых по частям
(способ выбора множителей u и dv)



Pn(x) – многочлен от x степени n, т.е. Pn(x) =a0xn + a1xn –1 + … + an, где a0≠ 0.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Напишите формулу замены подстановкой (подстановки) в неопределенном интеграле. При каких условиях эта формула справедлива?
2. Напишите формулу интегрирования по частям. При каких условиях эта формула
справедлива?
3. Какие интегралы наиболее удобно вычислять методом подстановки, интегрированием по частям?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти неопределённый интеграл методом подстановки:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Задание № 2. Проинтегрировать по частям

Типовые задания
Пример 1. Найти неопределенный интеграл методом подстановки: 1) [image: ]
Решение. 
[image: ]
[image: ]
2) [image: ]
Решение. 
[image: ]
3) [image: ]
Решение. Произведем подстановку 5 – 3x = t, тогда –3dx = dt, откудаdx = – dt/3. Далее получаем
[image: ]
4) [image: ]
Решение. t = 2 + cos x, dt = –sin x dx   =>sin x dx = – dt
[image: ]
5) [image: ]
Решение.
[image: ]
[image: ]

Пример 2. Проинтегрировать по частям:
1) 
Решение. 

2) 
Решение.


3) 
Решение. 


4) 
Решение. 



Практическое занятие № 13. Интегрирование простейших рациональных дробей
Цель: формирование умений интегрировать простейшие рациональные дроби
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какая дробь называется рациональной?
2. Какие дроби называются простейшими?
3. Как представить рациональную дробь в виде суммы простейших дробей?
4. Как выполняется интегрирование простейших дробей разных типов?
Задания для практического занятия
Задание № 1. Найти данные неопределенные интегралы:
а) [image: ]		б) [image: ]		в) [image: ]
г) [image: ]	д) [image: ]		е) [image: ]
ж) [image: https://studfile.net/html/2706/176/html__qoEyQBKyt.YSb7/img-h4vTsJ.png]		з) [image: https://studfile.net/html/2706/176/html__qoEyQBKyt.YSb7/img-aRQjAb.png]
Типовые задания
[image: ]
Тема 5.2. Определённый интеграл 
Практическое занятие № 14. Правила замены переменной и интегрирования по частям
Цель: обобщить и систематизировать знания по теме «Интегральное исчисление»; закрепить умения интегрировать функцию, вычислять определённый интеграл методом подстановки, привить навыки вычисления определённого интеграла по частям.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Вычисление определенного интеграла методом замены переменной состоит в следующем:
1) часть подынтегральной функции заменить новой переменной;
2) найти новые пределы определенного интеграла;
3) найти дифференциал от обеих частей замены;
4) все подынтегральное выражение выразить через новую переменную (после чего должен получиться табличный интеграл);
5) вычислить полученный определенный интеграл.
Формула интегрирования по частям для определённого интеграла:


, где  = φ(a), = φ(b).
Талица основных интегралов




Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что такое определенный интеграл?
2. Сформулируйте основные свойства определенного интеграла.
3. В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла?
4. В чем принципиальное отличие определенного интеграла от неопределённого?
5.ФормулаНьютона-Лейбница.
6. Может ли площадь криволинейной трапеции быть равна отрицательной величине, нулю и почему?
7. В чём состоит вычисление определенного интеграла методом замены переменной?
8. Формула интегрирования по частям для определённого интеграла.
Задания для практического занятия
Задание № 1.Вычислите следующие интегралы методом подстановки:



1) 			2)		3) 



4) 			5)		6) 



7) 		8) 			9) 



10			11)		12) .



13) 			14) 		15) 



16) 			17) 		18) 



19) 			20) 		21) 



22) 			23) 		24) 



25) 		26) 		27) 



28) 			29) 		30) 



31) 			32) 		33) 



34) 			35) 		36) 



37) 			38) 			39) 
Задание № 2. Найти интегралы методом интегрирования по частям:





Типовые задания

Пример 1.Вычислить интеграл
Решение. Введем подстановку t = 8 –x, тогда – dx = dt, dx = – dt. Определим пределы интегрирования для переменной t. При x = 0 получаем  = t(0) = 8 – 0 = 8, при x = 7 получаем  = t(7) = 8 – 7 = 1.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим



Пример 2. Вычислить интеграл 
Решение. Положим cos x = t, тогда – sin xdx = dt и sin xdx = –dt. Определим пределы интегрирования для переменной t:  = t(0)= cos 0 = 1,  = t(π/2) = соs (π/2) = 0.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим


Пример 3. Вычислить интеграл 
Решение. Произведем подстановку х3 + 2 = t, тогда 3x2dx = dt, x2dx =dt/3. Определим пределы интегрирования для переменной t. При х = 1 получаем  = t(1) = 13 + 2 = 3, при х = 2 получаем  = t(2) = 23 + 2 = 10.
Выразив подынтегральное выражение через t и dt и перейдя к новым пределам, получим


Пример 4. Вычислить интеграл 
Решение. Сначала преобразуем подынтегральное выражение
sin3x = sin2x∙sin x = (1 – cos2x)∙sin x = sin x – cos2x∙sin x.
Затем вычислим интеграл от разности функций, заменив его разностью определенных интегралов от каждой функции

Вычислим каждый интеграл отдельно


t = cos x,   = t(0) = cos 0 = 1, при х = /2получаем = t(/2) =cos /2 = 0, 
–sin x dx = dt,   sin x dx = – dt.
Пример 5. Найти интегралы методом интегрирования по частям:

1) 
Решение. 



2) 
Решение.


+ 1 + 0 – 1 = /2.

Тема 5.3. Несобственный интеграл
Практическое занятие № 15. Вычисление несобственных интегралов. Исследование сходимости (расходимости) интегралов. Приложения интегрального исчисления
Цель: обобщить и систематизировать знания по теме «Интегральное исчисление»; закрепить умения интегрировать функцию, исследовать сходимость (расходимость) интегралов.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Основные типы несобственных интегралов:
[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image002.gif] – несобственные интегралы 1-го рода;
[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image004.gif]–несобственные интегралы 2-го рода, в которых функцияf(x) терпит бесконечный разрыв в точкеaи / илиbили в промежуточных точках отрезка[a;b].
Если подынтегральная функцияf(x) непрерывна на промежутке [a;∞) и не ограничена сверху и/или снизу при x→ +∞, то несобственный интеграл [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image020.gif] расходится.
Признак сравнения: Пусть две неотрицательные функции f(x), g(x) непрерывны на промежутке [a;∞), и для всех x этого промежутка справедливо неравенство [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image082.gif]. Тогда из сходимости интеграла [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image084.gif] следует сходимость интеграла [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image086.gif], а из расходимости [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image086_0000.gif] следует расходимость интеграла [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image084_0000.gif].
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Дайте определение несобственного интеграла первого рода. 
2. Дайте определение несобственного интеграла второго рода. 
3. Какой несобственный интеграл называется сходящимся, а какой – расходящимся? 
4. Сформулируйте признаки сходимости несобственных интегралов.
5. В каком случае говорят, что несобственный интеграл сходится абсолютно, а в каком – условно?
Задания для практического занятия
Задание № 1.Вычислитьнесобственные интегралы или установить их расходимость.
1) [image: ]			2)[image: ]		3)[image: ]
4) [image: ]			5) [image: ]			6) [image: ]
7) [image: ]			8) [image: ]			9) [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image002_0000.gif]
Задание № 2. Дан интеграл[image: https://konspekta.net/infopediasu/baza18/368222327777.files/image3670.png]. Установить, при каких значенияхαэтот интеграл сходится, а при каких – расходится.
Задание № 3. Исследовать сходимость несобственного интеграла [image: ].
Типовые задания
Пример 1. Исследовать сходимость интеграла[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image185.gif].
Решение. Сравним предложенный интеграл с интегралом[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image191.gif], сходимость которого выясняется в прямом смысле одной строкой:
[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image193.gif]
Для любого х из промежутка[1; +∞) справедливо неравенство:
x2 > x, и поскольку основание функцииe ≈ 2,71 > 1, то [image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image200.gif]
а дробь с бльшим знаменателем является мньшей:[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image202.gif], таким образом, по признаку сравнения, интеграл[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image204.gif]сходится вместе с интегралом[image: http://www.mathprofi.ru/s/kak_issledovat_shodimost_nesobstvennogo_integrala_clip_image206.gif].
Ответ: сходится.

Тема 5.4. Дифференциальные уравнения
Практическое занятие № 16. Дифференциальные уравнения первого порядка и первой степени
Цель: отработка умений и навыков решения дифференциальных уравнений 1-го порядка.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какое уравнение называется дифференциальным?
2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения?
3. Какое решение дифференциального уравнения называется общим, частным?
4. Каков геометрический смысл общего решения дифференциального уравнения?
5. В чём заключается задача Коши? Каков его геометрический смысл?
6. Может ли дифференциальное уравнение иметь конечное число решений?
7. Что такое порядок дифференциального уравнения и как его определить?
8. Сколько постоянных интегрирования имеет общее решение дифференциального уравнения первого порядка?
9. Чем отличается дифференциальное уравнение от алгебраического уравнения?
Задания для практического занятия
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Типовые задания
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Практическое занятие № 17. Уравнения с разделяющимися переменными
Цель: отработка умений и навыков решения дифференциальных уравнений 1-го порядка с разделяющимися переменными, нахождения частного решения по известным условиям Коши.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x,y) называется уравнением с разделяющимися переменными, если функцию f(x,y) можно представить в виде произведения двух функций, зависящих только от x и y:
y' = f1(x)∙ f2(y), где f1(x) и f2(y) – непрерывные функции.
Рассматривая производную y' как отношение дифференциалов dy/dx, перенесем dx в правую часть и разделим уравнение на f2(y): dy/dx= f1(x)∙ f2(y)  =>dy/ f2(y) = f1(x)dx
Разумеется, нужно убедиться, что f2(y) ≠ 0. Если найдется число x0, при котором f2(x0) = 0, то это число будет являться решением дифференциального уравнения. Деление на f2(y) приводит к потере указанного решения.

Теперь переменные разделены и можно проинтегрировать дифференциальное уравнение:,  где C − постоянная интегрирования.
Вычисляя интегралы, получаем выражение, описывающее общее решение уравнения с разделяющимися переменными.
Задача нахождения частного решения y = y(x), удовлетворяющего начальным условиям, называется задачей Коши.
Частным решением дифференциального уравнения называется решение, получаемое из общего решения при каком-либо определённом значении произвольной постоянной C. Для нахождения частных решений задают дополнительные условия. Эти условия называют начальными, если все они относятся к одному и тому же значению независимой переменной. Начальные условия, или условия Коши, задают значение функции y0в фиксированной точке x0.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Какое уравнение называется дифференциальным?
2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения?
3. Какое решение дифференциального уравнения называется общим, частным?
4. Каков геометрический смысл общего решения дифференциального уравнения?
5. В чём заключается задача Коши? Каков его геометрический смысл?
6. Может ли дифференциальное уравнение иметь конечное число решений?
7. Что такое порядок дифференциального уравнения и как его определить?
8. Сколько постоянных интегрирования имеет общее решение дифференциального уравнения первого порядка?
9. Как решается уравнение с разделенными переменными? 
10. Чем отличается уравнение с разделяющимися переменными от уравнения с разделенными переменными? Как разделяют переменные?
11. Чем отличается дифференциальное уравнение от алгебраического уравнения?
Задания для практического занятия

Задание 1.Проверить подстановкой, что функция y = Cx2 – 1/xявляется общим решением дифференциального уравнения.
Задание 2.Найти общее решение дифференциальных уравнений:

1) 			2) exdx = 2ydy
3) (1 + x3)dy= 3x2ydx			4) (1 + x2)dy – 2xydx
5) yʹ = y				6)xyyʹ = 1 – x2
7) (1 + x2)yyʹ = x(1+ y2)		8) yyʹ + x =1
9) (2 – y)dy= xdx			10) (1 + x)ydx + (1 – y)xdy = 0
11) 			12) (x2 – yx2)dy+(y2+ xy2)dx = 0
Задание № 3. Найти частные решения дифференциальных уравнений.
1) yʹ = x,если y = 0 при x = 2;			2) ydy= xdx, y(–2) = 4;
3) 2dy/y = dx/x, если y =  при x = 1;		4) xdy= ydx, y(6) = 2;

5) , если y = 2 при x = 0			6) x2dy – 0,5y3dx = 0, если y(–1) = 1;

7) , y(0) = 3;		8) x3dy – y3dx = 0, если y = 2 при x = 1;

9) 2ydx = (1 + x)dy, еслиy(1) = 4;			10) , если y = 1 при x = 1;


11) ,  y(0) = 4;				12) ,  y(–2) = 3;

13) , y(1) = 1;		14) y 2dx = e xdy,  y(0) = 1;

15) ,  если y = 1 при x = e.
Типовые задания
Пример 1.Проверить подстановкой, что функция y = является общим решением дифференциального уравнения 2yyʹ = 1.
Решение. y =,  yʹ =
Подставим в дифференциальное уравнение
2 = 1
1 = 1 – это тождество   => y = является общим решением.
Пример 2. Найти общие решения дифференциальных уравнений методом разделения переменных.
1) yyʹ + x = 0
Решение. 
ydy/dx = – x   =>  ydy = – xdx


y2/2 = – x2/2 + C
y2 = – x2 + 2C – общее решение дифференциального уравнения.
Ответ: y2 = – x2 + 2C.
2) x2yʹ + y = 0
Решение. x2dy/dx = –y   => dy/y = – dx/x2


ln|y| = 1/x + C   =>  y = e1/x + Cили y = С1∙e1/x  – общее решение, где C1 = eC.
Ответ: y = e1/x + Cилиy = С1∙e1/x .
Пример 3. Проверить подстановкой, что дифференциальное уравнение yʹ–2y = e3xимеет общее решение в виде  y =e3x + Ce2x. Найти частное решение, удовлетворяющее начальному условию y = 3 при x = 0.
Решение. y =e3x + Ce2x,  yʹ =3e3x + 2Ce2x
Подставим в дифференциальное уравнение
3e3x + 2Ce2x – 2(e3x + Ce2x) = e3x
3e3x + 2Ce2x – 2e3x – 2Ce2x) = e3x
e3x = e3x – это тождество.
Частное решение:
y =e3x + Ce2x,  3 = e0 + Ce0   =>C = 3
y =e3x + 3e2x – частное решение.
Пример 4. Найти частное решениедифференциальногоуравнения2yyʹ –x = 0, если y =–2 при x = 6.
Решение. 
2ydy/dx = x   =>2ydy = xdx


y2 = x2/2 + C
y2 = x2/2 + C – общее решение дифференциального уравнения
Подставим в общее решение начальные условия
(–2)2 = 62/2 + C=>С = –14
y2 = x2/2 –14 – частное решение.

Практическое занятие № 18. Однородное дифференциальное уравнение
Цель: отработка умений и навыков решения однородных дифференциальных уравнений.
Краткие теоретические сведения к практическому занятию
Линейное дифференциальное уравнение первого порядка – это уравнение вида 
yʹ +P(x)y = Q(x),
где P(x) и Q(x) – непрерывные функции.
Общее решение линейного дифференциального уравнения I порядка имеет вид:

.
Q(x) ≠ 0  yʹ +P(x)y = Q(x) – линейное неоднородное уравнение.
Линейное (неоднородное) уравнение можно привести к уравнению с разделяющимися переменными подстановкой y = uv, где одна из функций u,v подбирается определённым образом, а другая – новая неизвестная функция.
Q(x) = 0  yʹ +P(x)y = 0 – линейное однородное уравнение. Его решение имеет вид:


Дифференциальное уравнение первого порядкаyʹ = f(x,y) называется однородным, если его можно представить в видеP(x,y)dx +Q(x,y)dy = 0, где P(x,y) и Q(x,y) – однородные функции одинакового измерения.
Однородное дифференциальное уравнение приводится к дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными подстановкой y = zx, где z = y/x–новая неизвестная функция.
Вопросы для закрепления теоретического материала
1. Что такое дифференциальное уравнение?    
2. Как определить порядок дифференциального уравнения? 
3. Что такое общее решение дифференциального уравнения, частное решение дифференциального уравнения?  
4. Уравнение какого вида называется линейным дифференциальным?
5. При каких условиях линейное дифференциальное уравнение являются однородным, неоднородным?
6. С помощью какой подстановки решается линейное дифференциальное уравнение первого порядка и к какому уравнению сводится его решение?
Задания для практического занятия
Задание № 1.Найти общее решение однородного дифференциального уравнения:

1) xyʹ +y = 0				2)

3)				4) yʹ +x2y = 0
5)yʹ –e xy = 0			6) yʹ = y	
7) 3xyʹ +y = 0				8) ydx – 2xdy = 0
9) y –yʹ =5y2				10) (x+ 2)ydx+2xdy = 0
11) [image: ]			12) [image: ]
Типовые задания

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение
Решение. Проверим уравнение на однородность, для этого в исходное уравнение вместо xподставимx, а вместо yподставимy:

Получилось исходное уравнение  данное дифференциальное уравнение является однородным. 
Проведем замену: y = z∙xy = zʹx+ x
Подставимy = z∙xy = zʹx+ xв исходное уравнение:   После подстановки результат стремимся максимально упростить:

Разделяем переменные и интегрируем:



обратная замена:t = y/x

Ответ: общий интеграл:
Пример 2. Решить уравнениеyʹ + x2y = x2.
Решение. 
Это линейное неоднородное уравнение первого порядка, где P(x) =x2, Q(x) = x2.

Общее решение имеет вид  


,

Решение будет иметь вид: 

Пример 3. Найти общее решение уравнения

Решение. Пустьy = uv,  yʹ = . Подставим в исходное уравнение


 – = x

= x

Выберем функцию u так, чтобы = 0 


ln|u| = ln|x|, C = 0 
u = x


Подставим u = x, = 0  в= x

 = xdv = dx  ∫dv = ∫dxv = x + C
y = uvy = x2 + C – общее решение.
[bookmark: _GoBack]Ответ:y = x2 + C.
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P (x) — MHOTOUIICH CTENCHHU 7" < 7.
(MHOrOuNeHB! O(X) M P (X) MOTYYalOTCA B Pe3ylbTaTe JACICHUS C
octatkoM P (x) Ha P (x) )
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ONPE/JEJIEHUE. Ilpocmeinuumu payuonansnvimu oposamu 1,
IL, 1L IV muna nazeieaiomen coomsemcmeenno npasaisie

Opodu suda 4 4 Ax+B Ax+B
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3) Uurerpuposanue npocreitmmx apobeit 11T tuma:

J- 7AX+B dx
+bx+c
D=b*—4c<0

a) BeliennM NosHEIH KBaJpaT B 3HAMEHATENIE:
2 2 42
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6) Cnenaem 3aMeHy: f=X+—.
2 At+M
B pesynbTare uHTErpan Gy/eT MpUBE/ICH K BUILY I S-dt.
“+q”

B) [IpeicTaBuM  TONTydMBIIMiiCS WMHTErpal B BHAE CYMMbl 2-X
HHTErpanoB:
A = A [,
r +q

" +q t + q
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2+ q 24 q 2t 2 £+ qZ

= Eln(t- +q?)+C;
Bropoii nHTErpan — TabIHYHbI:
M M t
J. dt =—arctg—+C.

2

? +q° q q

T) BepHeMcs K HCXOHOM MEepEeMEHHOH X .
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4) Muterpuposasue npocre

IV _tuna
a) BoiteanM nOMHBII KBaJPaT B 3HAMEHaTeNe:

P abr+e=(x+b/2) +¢°.
x+b/2

X JIPOG:

6) Cenae saveny:
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Jucppepenyuanoupiv  ypasnenuem (cokpaiieHno: audypasHennem
win J1Y) HashBaeTCH ypABHEHME, CBASHIBAIOUICE HE3ABHCHMblE
IepeMeHHbie, HX (YHKIMIO W IpOH3BOHbIE (Wi Aud)hepeHimaby)
910l pyHkumun. Ecim He3aBHCHMAs NepeMeHHas O/IHA, TO ypaBHEHHE
Ha3bIBACTCA  OOBLIKHOGEHHBIM, €CIM  JBE WIM  OonblIe
1 pepeHIHATBHBIM YPABHEHHEM B YaCTHBIX TIPOH3BOIHBIX.
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Hauspiciumii  nopsajiok  NPOM3BOJIHON, BXOJALIEH B ypaBHEHHE,
Ha3bIBAETCS NOPAAKOM AUPHEPEHLMATBLHOIO YPABHEHHUS.
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OGbikHOBeHHOE M PepeHIHaIbHOE YPABHEHHE TIEPBOTO MOpsi/Ka
nmeer ux F(x,y,y')=0 wm y' = £(x, )
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Pewenuem ougpepenyuarsnozo ypasnenus (WIn €ro unmezpaiom)
WassiBacTCA Takas MGepeHIMpyEMas dyRKIIA = ((x) , KoTOpas
NH NIOJCTAHOBKE B YPABHEHME BMECTO HEMBECTHON (yHKIMH
00palLaeT ero B TOKAECTBO.

[Mpouecc HaxokieHus pemieHus IUQdEPEHIHATLHOIO ypaBHEHHS
Ha3bIBAETCA €r0 PElICHHEM WIH HHTETPHPOBAHHEM.

OGumM  pettiehem  MpGEPEHIMATLHONO  YPABHEHNS  NEPBOTO
nopaaka  y'=f(x,y) B obmactu D Hasesaetcs (yHKuus
y=¢(x,C), obnanaromas coiicteamit: 1) oHa sIBISETCA PeLICHHEM
JIaHHOTO JIH(EPEHIATLHOTO YPABHEHIS DM TIOBHIX 3HAYCHHAX
POM3BONBHON MOCTOSHHOH C, NPHHAMIEKAUMX HEKOTOPOMY
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MHOKECTBY; 2) JUlsl JIIOGOr0 HAYAIBHOTO YCIOBHA Y(X,) = y, TAKOTO,
410 (x,,7,) €D, cymectsyer eauxctsenHoe suavenue C=C,,
npu  KoTopom pemienne y =(x,C,) yIOBIETBOPSET 3aJaHHOMY
HAYATLHOMY YCIIOBHIO.
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Besikoe pewenne y =¢(x,C, ), noay4atomeecs u3 00LEro peienns
¥=0(x,C) npu KoukpetHom 3aucHun C=C,, HABIBACTCH

uacmueim pewennem auddepenianbioro ypasrerus. 3anaua, B
KOTOPOii  TpeGyeTcs HaifTi  uacTHOE pelICHHE  ypABHEHHS

¥'=f(x,y), yloBIeTBOpsiOllee HAYAILHOMY YCIOBHIO Y(Xg) =Yy,
Ha3bIBaeTcs 3aoaveti Kowwu.
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TocTpoenHbiii Ha riockocTH rpauk Beskoro pewenns y = @(x,C)
HA3BIBACTCA UHMEZPATLHOI KpUGOIT STOTO M yPaBHEHNS.
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1. SIBnsiercs nu pynkuus y(x, C) rae C — npou3BoIIbHAS NOCTOSHHAS, PELIEHHEM
(MHTErpanom) 1aHHOro AHQ)HEPeHINATEHOrO yPaBHEHHS:

a) y=(14y"), ¥y +(1-2x)y=x" 6) y=Ce'e”, 5" +2y'~xy=0;
B) X’+*=C)?, xydx=(x>")dy? (Otsert: a) na; 6) Her; B) 1a.)

2. Slensiercs n (ynkums y=Cx+1/C, pemienrem M hepeHINaTLHOr0 ypaBHe s
/' —y+1/y=02(Oter: Her.)

3. Haiitu o6uee pemenne mudgepeHunaIsHoro ypaBHeHus
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4(x*y+y)dy++/5+y dx=0. (OtBer: y=+1/16(C-arctgx)’-5.)

4. sensiercst mu ynKis y=y(x), 3a1aHHas HesBHO ypasHeriem e =Cy,
HTerpanom mddeperianbHoro ypastenus xyy’ —* = x°y' ?(Oteet: 1a.)

5. Haiiti oGmuii uaTerpan augdepeniuansHoro ypaBHeHns

ydx+(xy —Jx)dy=0. (OtBet: Vx +43)=In C{fy (C>0).)




image42.png
& @
1 G Gl Al Al + A G ~ il A~ G ()
lay @ al




image425.png
6. Sensercs qm pynkuma y=(2+Cx)/(1+2x) pemennem auddepeHIHaTLHOIO
ypasHenns 2(1+x%y') = y—x'?
7. Haiitn obmee pemenue anddepeHunansHoro ypasHenus (1+e))y’ = ye
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8. Haiitn obmee pemenne anddepenimansioro ypasnenns ' +2=1+2Inx
x

9. Peums 3anasy Koum y' =2y—x+e*, y(0)=-1.
10. Peurnrs 3azasty Komm 3/ + y tgr=——, y(m)=5.
cosx
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11.  Vkakute nopsiok and)dpepeHimanbHbX ypasHeH it
1) p"+h’=0; 4) x'-y=cosx;

5) w=y".
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12, Buibepure cpeam nanubiX ypasHenmii JuddepeHumaibubie u
PACIIONIOKUTE X 110 BO3PACTAHMIO NOPAKA:

1) y*-x=5 4) Y -sx=3
2) y*-3xy=9; 5) ¥ —6y"—2y=0.
3) ¥ -3y=9;

Ects 11 cpeam i depeHumansbIX ypaBHeHHii Te, KOTOPBIE MOKHO
PA3PEIINT OTHOCHTENLHO POU3BOTHON?
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1. Hafiti obimiee pemerie AuGEPEHIHATEHOTO YPaBHEHH

Pemenme, Obitee pemeRne HaXOTITCA CICAVIOLTD 0GPA0N:

Ceneficraon
ceMeficTBO napabo.

dy
ax

2x

METETPATLHBIX KDHBIX AHHOTO ypABHEHHT

[2xdx+c

sBseTCE
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2. Haifn pememme ub(epemTMATIHOTO  ypasHeHmE
YaoRTeTROpIOMIee HaTATEROMY YeToBM0 Y(1)

Pemenne. Tax xax ' =dy/dx. BaiizeM y = [¢*dx+c=e* +c. 310 obmee
pemesne gamsoro ypassesms. Teneps moacTasmy  ofmee pemerme y=e, x=1.
TlomyuM ypaBHCHHe OTHOCHTETSHO HEH3BECTHOH HOCTONHHOH c: e=e+c,
orciona ¢=0. Taxi 0BpazoM, 9ACTHOE PellesHe AAHHOTO YPABHEHHS: y = ¢

3. Haiirur obmee pemmerre TubhepeHIHATEHOrO YPABHEHHA
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Pemenne. IIpasaz 9acTs 3a1AHHOTO YPABHEHHA ONpeIeileHa, HENPEPHIEHA B
sTepsae (-1, 1), IpEeM 0GpAmeTCs B HYTs Ha KOHIGX TOTO HHTEDBATA.
PasesieM NepeMeHHEIE H HETErpHPYeM:
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oTcioma ofmee pemenme ypassemms meeT BAX y=sin(x+c). V13 pasescrsa

(0 HAXOZHM pelIeHHA y = +1, KOTOPEIE SBIAIOTCA OCOBEIMEL
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